Stmulacion Numérica de
Flujo de Fluido Viscoso e

Incompresible en 2D

Juan Rubén Medina Eliett

Miguel Omar Fagiindez Corcega

26 de noviembre de 2003



DEIS_LBERTSS CIlRA |

B

UNIVERSIDAD DE CARABOBO
Facultad Experimental de Ciencias y Tecnologia

Departamento de Computacion

Simulacion Numérica de

Flujo de Fluido Viscoso e Incompresible en 2D

Autores:
Juan Rubén Medina Eliett

Miguel Omar Fagundez Cércega

Tutor: Prof. Carlos E. Cadenas R.

Co-Tutor: Prof. German Larrazabal

Trabajo Especial de Grado presentado ante la Ilustre Universidad de Carabobo

como credencial de mérito para optar al titulo de Licenciado en Computacion.

Barbula, 26 de noviembre de 2003



Resumen

En este trabajo se presentan los resultados preliminares de la simulacién de flujo
de fluidos en una y dos dimensiones basada en métodos conservativos, resolviendo
numéricamente las ecuaciones de Navier-Stokes y de compresibilidad artificial.
Se presentan cuatro esquemas numéricos para 1D, dos explicitos y dos implicitos,
haciendo uso de los métodos de Operadores de Soporte 1-2-1 y el método Castillo-
Grone 2-2-2, respectivamente. En 2D se desarrollan e implementan igualmente
bajo un esquema implicito los métodos mencionados. En estas técnicas creadas
recientemente, los operadores discretos mantienen las propiedades conservativas de
los operadores continuos de divergencia, gradiente y laplaciano. Aun estan siendo
probadas a diferentes niveles desde el punto de vista conceptual, y es por ello
que esta investigacion estaria colocando precedentes tanto en el area numérica,
como en el campo de aplicacién al cual estd siendo enfocada. Se propone una
metodologia de desarrollo basada unicamente en la simplicidad, comunicacion,
retroalimentacion y reutilizacion del cédigo desarrollado. En la resolucion del
sistema de ecuaciones lineales obtenido en los esquemas implicitos, se us6 la
biblioteca UCSparseLib desarrollada en ANSI C. Ademés, se crearon herramientas

necesarias para la visualizacion final de resultados haciendo uso de OpenGL.
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Introduccion

El control de flujo de fluidos ha emergido recientemente como un importante
area de investigacion cientifica y tecnolégica. Esto se debe a la amplia gama de
importantes aplicaciones en las que es extremadamente 1til tener un conocimiento
apropiado de la mecénica de fluidos. En biomecanica el flujo de sangre y
fluido cerebral son de particular interés; en meteorologia e ingenieria ocednica,
para entender el movimiento del aire y las corrientes oceanicas, se requiere del
conocimiento de la mecanica de fluidos; los ingenieros quimicos deben comprender
la mecanica de fluidos para disenar los diferentes equipos de procesamiento
quimico; los ingenieros aeronauticos utilizan su conocimiento de fluido para
incrementar al maximo la fuerza de elevacién, reducir al minimo el retardo de
aeronaves y para disenar motores de reaccién; los ingenieros mecanicos disenan
bombas, turbinas, motores de combustion interna, compresores de aire, equipos de
aire acondicionado, para el control de contaminacion y plantas eléctricas con base
en el conocimiento apropiado de la mecanica de fluidos; y los ingenieros civiles
también utilizan los resultados obtenidos en el estudio de mecéanica de fluidos para
comprender el transporte de sedimentos y la erosion en rios, la contaminacion del
aire y agua, y asi disenar sistemas de tuberias, plantas de tratamiento de aguas
negras, canales de irrigacion, sistemas de control de inundaciones, presas y estadios

deportivos cubiertos.



Surge entonces la simulacién computacional de la dindmica de fluidos (CFD, por
sus siglas en inglés) como una herramienta para la evaluacién e investigacién de
situaciones como estas, sin necesidad de realizarlas, lo que ha llevado a muchos
investigadores a dedicarse a resolver los problemas de orden numérico para cumplir

con estos objetivos, logrando asi reducir costos en tiempo, dinero y esfuerzo.

Desde hace algunas décadas, se ha trabajado en el desarrollo de teorias y métodos
numéricos que son de gran importancia en la resolucion de ecuaciones diferenciales
de primero y segundo orden, los cuales permiten obtener aproximaciones
cada vez mas exactas a fin de modelar algiin proceso dentro de un entorno
controlado. Nuevas técnicas numéricas, como los Métodos de Diferencias Finitas
Miméticas, son evaluadas con el fin de brindar a los investigadores la facilidad de
resolver problemas en menor tiempo y reducir los costos de muchas pruebas en
comparacion al desarrollo manual. En estas técnicas creadas recientemente, los
operadores discretos mantienen las propiedades conservativas de los operadores
continuos de divergencia, gradiente y laplaciano. Aun estan siendo probadas a
diferentes niveles desde el punto de vista conceptual, y es por ello que esta
investigacion estaria colocando precedentes tanto en el drea numérica, como en el

campo de aplicacion al cual esta siendo enfocada.

El deseo de simular procesos reales, entre ellos los de una refineria de crudo pesado
(petrdleo), hace muy atractivo este tipo de investigacién, ya que la visualizacién
del comportamiento de los fluidos dentro de la refineria es un gran paso en el
diseno de proyectos de esa indole; también por el uso de multiples métodos para

resolver las ecuaciones diferenciales que se involucran en este tipo de problemas.

En el primer capitulo se da a conocer el problema a resolver, los objetivos que

VI



se persiguen, la justificaciéon y los antecedentes en las areas involucradas. En el
capitulo dos se introducen algunos conceptos basicos de la dindmica de fluidos
computacional y las ecuaciones diferenciales implicadas. Luego se exponen algunas
de las formulaciones més importantes para resolver ecuaciones diferenciales. El
analisis que se hace de los métodos es en términos de los procedimientos para
obtener una solucion aproximada, por lo que esta orientado al cémo se construye
la formulacién y no en el por qué la formulacién funciona, ya que ello escapa
de los alcances del presente trabajo. Es por ello que los conceptos matematicos
se mantendran lo mas simples posible. En el capitulo tres se hace el desarrollo
numérico de las ecuaciones planteadas en el capitulo uno, en términos de las
formulaciones miméticas. También se introduce la estructura y funcionamiento de
los métodos iterativos para la resoluciéon de sistemas de ecuaciones implantados
en la biblioteca UCSparcelib, usada como marco de trabajo en el desarrollo
del software. A continuacién, se presenta la implementacion de las funciones
necesarias, explicando las estructuras de datos creadas y los prototipos de
las principales funciones. En el capitulo cuatro se muestran los resultados de
las pruebas realizadas, asi como también las conclusiones, recomendaciones y
posibles trabajos futuros. En el apéndice A esta el codigo fuente de parte de

la implementacion realizada.

Como un aspecto de notacion, todas las variables escalares y vectores o matrices
involucrados, se expresan en letras itdlicas (ie: x, u, y) y letra negrilla (ie: u, f, A )
respectivamente, mientras que para aquellas variables o instrucciones involucradas

en la implementacion computacional se escribirdn con letra tipo (i.e: i1, TDMatrix)
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Capitulo 1

PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

1.1. Planteamiento del Problema

Muchos algoritmos de simulacion involucran necesariamente la soluciéon numérica
de ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales. La mayoria de ellas
pueden ser formuladas utilizando operadores diferenciales invariantes de primer
orden, tales como la divergencia y el gradiente. Por otro lado, es posible construir
muchos esquemas de diferencias finitas miméticos en base a los operadores
discretos de DIVERGENCIA Y GRADIENTE, pero en la mayoria de los casos
los operadores discretos clasicos no mantienen algunas propiedades fisicas de los
operadores continuos. Por ello ha surgido la necesidad de desarrollar métodos
que permitan obtener tales operadores y que satisfagan las leyes de conservacion,
simetria y los teoremas tradicionales del cédlculo vectorial, como el teorema de

Green, entre otros.

A finales del ano 2002 y a comienzos del presente ano, se han creado técnicas para



generar operadores discretos miméticos tanto de divergencia como de gradiente.
Debido a la novedad de esta técnica, la misma no ha sido aplicada a muchos
de los problemas clasicos de la mecanica continua y tampoco se han hecho
comparaciones exhautivas con otros métodos miméticos, como por ejemplo el
método de Operadores de Soporte 1-2-1, el cual tiene una base tedrica sélida.
Esto ha incentivado la creacién de aplicaciones diversas en diferentes campos de

la ciencia.

En este trabajo se pretende simular nimericamente el flujo de fluido basado en un
sistema de ecuaciones diferenciales conocido como ecuaciones de Navier - Stokes

para el fluido real no estacionario, viscoso e incompresible:

o v ov,  10p V(a%x 8%) a1

ot T or Ty T oo U\ o T

ot +U18x +Uy8_y_ p Oy

vy v, dv,  10p . u@?g . %?5’) o)
donde: v : es la viscosidad cinemética del fluido (constante)

p : es la densidad del fluido (constante)

p : es la presién del fluido en (x, y)

t: es el tiempo

v : es el vector velocidad

(z,y) € Q C R? variables dependientes



Lo anterior se puede escribir en funcién de los operadores continuos de divergencia,

gradiente y laplaciano, como:

Dv

i —%vaL vV en € (1.3)

En donde :

Vi = (Av,, Avy)'

op op\'
vp:(p p)

oz’ Ay
Dv  0Ov
E—EJM;-W

ov v\’

o= (5 o)
v = (vg, vy)lt

0%a 0%a

— 4 7 ‘R2 SR
0x? +(9y2 ¢ -

Aa

En (1.1) y (1.2) se plantearon las ecuaciones de Nawvier - Stokes para el flujo
de fluido incompresible en 2D, pero es necesario definir otra ecuacién (ecuacién
de continuidad) que tedricamente garantize la incompresibilidad, que permita

completar el sistema y que este tenga solucion tnica:

V-v=0 en € (1.4)

(1.5)

Al tratar numéricamente este sistema de ecuaciones y realizando una dis-
cretizacion del dominio, se obtiene un conjunto de n ecuaciones lineales con n

incognitas, representado por la forma:

Ax=Db



donde: A € R™" es la matriz de coeficientes
x € R" es el vector de incognitas

b € R” es el vector de términos independientes

Para hallar una soluciéon numérica al sistema de ecuaciones en derivadas parciales,
se opta por el Método de Operadores de Soporte 1-2-1 [1] y el Método Castillo-
Grone 2-2-2 [4] para construir operadores discretos miméticos. Al surgir un
sistema de ecuaciones lineales, el mismo debe ser resuelto por alguna biblioteca
numérica. De esta manera se obtienen los resultados que permitan evaluar las
ventajas y desventajas de los métodos planteados. Posteriormente, es deseable
poder visualizar de alguna manera el comportamiento dindmico de la simulaciéon
a través de su progreso en el tiempo, lo que exige la utilizacién de técnicas
de visualizacion cientifica. En este trabajo se utiliza la biblioteca numérica
UCSparseLib como herramienta de desarrollo para el programa de simulacion y

OpenGL como herramienta en la creacién del software de visualizacién.

1.2. Objetivo General y Especificos

1.2.1. Objetivo General

Desarrollar médulos de software capaces de simular numéricamente el flujo de
fluido viscoso, incompresible y no estacionario dentro de un dominio fisico 1D y

2D dadas por (1.1), (1.2) y (1.4).



1.2.2. Objetivos Especificos

1. Estudiar el Método de Operadores de Soporte y Método Castillo-Grone
para construir operadores discretos miméticos, a través de una revision
bibliografica detallada en las diferentes areas de investigacién y asi obtener

herramientas numéricas necesarias en la resolucion del problema planteado.

2. Estudiar y comprender la biblioteca UCSparseLib, elegida como herramienta
de trabajo por su disponiblidad de cédigo abierto y eficiencia en la resolucion

de sistemas de ecuaciones lineales.

3. Disenar modulos de software para UCSparseLib que permitan resolver el
sistema de ecuaciones diferenciales parciales, aplicando tanto el Método de
Operadores de Soporte 1-2-1, como el Método Castillo-Grone 2-2-2 para

construir operadores discretos miméticos.

4. Disenar programas para la simulacién numérica de flujo de fluido haciendo
uso de los conocimientos y elementos ya considerados y de las condiciones

fisicas planteadas.

5. Implementar (3) y (4) de manera eficiente y con filosofia multiplataforma

para ser acoplado a la biblioteca UCSparseLib.

6. Disenar aplicaciones que permitan realizar un analisis comparativo entre los

diferentes métodos para construir operadores discretos miméticos.

7. Implementar el disefio creado en (6), con el propésito de comprobar las

ventajas y desventajas numéricas de cada método.



8. Disenar un post-procesador que permita visualizar el comportamiento

dindmico de la simulacion.

9. Implementar el disefio desarrollado en (8) haciendo uso de OpenGL como

biblioteca para la creacién y manipulacion de graficos.

1.3. Justificacion

La simulacion como una herramienta para la evaluacién e investigacién de
situaciones de la vida real sin necesidad de realizarlas, ha llevado a que muchos
investigadores se dediquen a resolver los problemas de orden numérico para
cumplir con estos objetivos, logrando asi reducir costos en tiempo, dinero y
esfuerzo. Es por ello que desde hace algunas décadas, se ha trabajado en el
desarrollo de teorias y métodos numéricos que son de gran importancia en la
resolucion de ecuaciones diferenciales de primer y segundo orden, las cuales
permiten obtener aproximaciones cada vez mas exactas a fin de modelar algin

proceso dentro de un entorno controlado.

El deseo de simular procesos reales, entre ellos los de una refineria de crudo pesado
(petréleo), hace muy atractivo este tipo de investigacién, ya que la visualizacién
del comportamiento de los fluidos dentro de la refineria es un gran paso en el

disenio de proyectos de esa indole.

Surge entonces la oportunidad de evaluar nuevas técnicas numéricas como
los Métodos de Diferencias Finitas Miméticas, con el fin de brindar a los

investigadores la facilidad de resolver problemas en menor tiempo, obtener



soluciones mas prescisas y reducir los costos de muchas pruebas en comparacion
al desarrollo manual. En estas técnicas creadas recientemente, los operadores
discretos mantienen las propiedades conservativas de los operadores continuos de
divergencia, gradiente y laplaciano. Aun estd siendo probada a diferentes niveles
desde el punto de vista conceptual y de aplicacion, con ecuaciones diferenciales
diversas que permitan determinar sus ventajas y desventajas. Esta investigacién
estara orientada a un dominio fisico 1D y 2D, ya que el método de Diferencias
Finitas Miméticas propuesto para resolver las ecuaciones diferenciales de Navier-
Stokes, no posee un desarrollo completo en 3D. Es por ello que esta investigacion
estaria colocando precedentes tanto en el area numérica, como en el campo de

aplicacion al cual estd siendo enfocada.

Dentro de un paquete de simulacion, el tiempo es de gran interés por parte de los
investigadores. Debido a que la resolucién numérica de cada sistema de ecuaciones
lineales asociado a un paso de tiempo de un problema puede tomar de minutos
a horas de cémputo, el proceso completo para una simulacion podria tardar de
semanas a meses, haciendo que los resultados no se obtengan en el momento
deseado. Para mejorar el tiempo que consume resolver los sistemas lineales, se

emplean bibliotecas de software con métodos de resolucion eficientes.

La representacion grafica de tales resultados, permite comprender visualmente
el comportamiento dindmico de la simulacién. Para ello es necesario considerar
el uso de OpenGL como la mas importante biblioteca para hardware gréafico
existente en la actualidad, lo que ofrece mayor soporte, portabilidad y excelentes

tiempos de respuesta en este aspecto de la simulacion.



1.4. Antecedentes

Como se ha mencionado en la seccién anterior, el interés de este trabajo es
la Simulacién Numérica de Flujo de Fluido, la cual es una area particular de
la Simulacién Numérica en Ingenieria. En esta seccion, se presenta una breve
descripcion de algunos de los antecedentes en las areas de interés. Sélo se hace
referencia a publicaciones recientes, ya que éstas a su vez hacen cita de trabajos

previos y clasicos de gran importancia en la Simulacion Numérica.

En Enero de 1998 J.M. Hyman and M. Shashkov [2] presentan un estudio
que describe cémo incorporar las condiciones de frontera para los Métodos de
Diferencias Finitas Miméticos, para que asi las aproximaciones resultantes imiten
las identidades de operadores diferenciales del calculo vectorial y tensorial. La
aproximacion es vélida para una gran clase de ecuaciones diferenciales parciales y
se describe la ecuacion de Poisson con las condiciones de frontera tipo Dirichlet,

Neumann y Robin.

En 1998, B. Jiang [5], demuestra cémo utilizar el Método de Elementos Finitos
de Minimos Cuadrados basado en la formulacién velocidad-presién-vorticidad de
primer orden, con el fin de resolver varios problemas relacionados con flujo viscoso
incompresible, entre ellos una adaptacion rigurosa de las ecuaciones de Navier-

Stokes v sus condiciones de frontera adicionales.

En [6] J. Stam propone por primera vez un modelo incondicionalmente estable
para producir flujos de fluidos complejos que permite la interaccién de los mismos

con otros elementos en un escenario de simulaciéon en 2D y 3D. Esto lo logra a



través del modelo matemaético de Navier-Stokes y un uso eficiente de técnicas de

graficacion por computadora.

Posteriormente en [7] J. Stam presenta la implementacién de un solver para
fluidos, consistente con las ecuaciones de flujo de fluidos que producen campos de
velocidad, que contienen estructuras rotacionales incompresibles y que reaccionan
dinamicamente a fuerzas ejercidas por el usuario. Este solver especializado en
fluidos que cubren el espacio, permite tomar ventaja de la Transformada de
Fourier, lo que simplifica considerablemente muchos aspectos del mismo y puede
ser usado como primitiva de movimientos basicos en diferentes aplicaciones en

computacién grafica.

Para diciembre del ano 2002, P. Valera [8] presenta su trabajo especial de grado, en
el que desarrolla un conjunto de estructuras de datos y subrutinas implementadas
en el lenguaje de programacion C++ para simular la deformacién de tejido
blando simple (venas). Utiliza un modelo para deformaciones lineales sobre un
material isotropico homogéneo, donde se aproxima la geometria a un conjunto
finito de elementos y se calcula la fuerza ejercida sobre cada particula y sus
vecinas a través del método de los elementos finitos, para después simular su
evolucién usando modelos incrementales iterativos. Cada subrutina implementada
estd basada en el enfoque de la API Virtual Vision Machine (VVM) para generar

las visualizaciones.

Para el 2003 G. Larrazabal, J. Castillo y C.R. Torres en [10] presentan un trabajo
en el drea de la Dinamica de Fluidos, en donde se desarrolla un algoritmo eficiente

y robusto para la simulacion numérica del flujo estratificado 2D. El algoritmo



se prueba simulando el flujo en una placa descendente infinito en el piso con un
flujo uniforme. El programa desarrollado permite alcanzar buenas aproximaciones
en pocas iteraciones para una alta gama de ntumeros de Reynolds. La forma
de resolver el sistema de ecuaciones lineales dispersos es mediante la biblioteca

UCSparseLib.

Como es bien conocido, la etapa de procesamiento es la que consume el mayor
tiempo de CPU en una simulacién numérica como las descritas en este trabajo. Por
ello, es importante mencionar que la tarea de resolver sistemas lineales dispersos
de ecuaciones es el niicleo computacional de esta etapa. Las rutinas para resolver
dichos sistemas deben ser una perfecta caja negra, es decir, que no dependan de
la geometria del problema ni del tipo de discretizacién utilizada. Ademads, estas
rutinas deben contener diferentes métodos de solucion, debido a que no existe
un método general para resolver sistemas lineales dispersos de ecuaciones. En
la actualidad es posible hacer uso de distintas bibliotecas numéricas capaces de

resolver sistemas lineales de gran magnitud, entre ellas:

» PECTSs (Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation), es un
conjunto de herramientas de manejo de datos para soluciéon de problemas
cientificos de gran escala. Esta disenada para resolver problemas que involu-
cren sistemas de ecuaciones en derivadas parciales, ha sido desarrollada en

ANSI C y puede ser utilizada con otros lenguajes como Fortran.

» The NIST Sparse BLAS (National Institute of Standards and Technology
Sparse Basic Linear Algebra Subprogram) es un conjunto de subrutinas
que proveen un nucleo computacional para operaciones fundamentales con

matrices esparcidas. Estd desarrollada en ANSI C y pueden ser llamadas
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desde Fortran a través del Sparse BLAS Toolkit.

s SuperL U es una biblioteca de propdsitos generales para la solucion directa
de sistemas de ecuaciones lineales. Esta desarrollada en ANSI C y puede ser

llamada desde Fortran.

Es claro que existen muchas bibliotecas numéricas y que son de dominio
publico. Sin embargo, para desarrollar este trabajo sera utilizada la biblioteca
UCSparseLib, la cual ha sido creada por el Dr. German Larrazabal [9] en la
Universidad de Carabobo, y cuya finalidad es la resolucién de sistemas lineales
densos y esparcidos. Esta desarrollada en ANSI C y debido a la disponibilidad
del cédigo fuente y asesorias, serd una importante herramienta en el desarrollo de

este trabajo.
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Capitulo 2

MARCO TEORICO

En este capitulo se introducen algunos conceptos basicos de la dinamica de
fluidos computacional, los fundamentos de las ecuaciones gobernantes, y algunos
modelos clasicos de ello. Luego, se mostraran las formulaciones de los métodos de
diferencias finitas miméticas, que permiten aproximar la solucién haciendo una
descomposicion de las ecuaciones diferenciales de segundo orden en un sistema de
ecuaciones lineales. Posteriormente se analizan algunos métodos de discretizacién
del dominio continuo (mallados), el uso de las bibliotecas UCSparselib y OpenGL,
sobre las cuales se basa la implementacion propuesta, y finalmente es presentada
la metodologia seguida en el diseno y desarrollo de los productos de software

resultantes de esta investigacién.
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2.1. Conceptos Basicos

2.1.1. Mecanica de fluidos

Los fluidos se definen como todo material que no sea sélido y que puede
“fluir”. Son fluidos los liquidos y los gases; ain con sus grandes diferencias, sus
comportamientos como fluidos se describe con las mismas ecuaciones béasicas. La
diferencia entre uno y otro esta en su compresibilidad. Para cualquier sustancia, el
estado liquido existe a una temperatura mayor que la del estado sélido, debido a
que tiene una mayor agitacion térmica y las fuerzas moleculares no son suficientes
para mantener a las mismas en posiciones fijas. Lo comtn que tienen con los
solidos es que si actian fuerzas externas de compresion, surgen grandes fuerzas
atémicas que se resisten. En el estado gaseoso las moléculas tienen un continuo
movimiento al azar y ejercen fuerzas muy débiles unas con otras y la separacién
promedio entre las moléculas de un gas, es mucho méas grande que las dimensiones

de las mismas.

El estudio de la dindamica de fluidos es similar al estudio clasico de la dindmica
de soélidos, en la que se estudia el movimiento bajo la accién de fuerzas aplicadas.
Se hace uso de los mismos principios de: conservacion de masa, conservacion
del momentum y conservacién de la energia termodinamica. Las ecuaciones de

movimiento son dinamicas y las ecuaciones de continuidad son cinemaéticas.
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Propiedades de los fluidos

Entre las principales propiedades relacionadas con los fluidos y analizadas en el

desarrollo de este trabajo de investigacion, estan:

= Densidad: Es la cantidad de masa por unidad de volumen.
= Peso especifico: Es el peso por unidad de volumen.

= Viscosidad: Se refiere a la pegajosidad interna de un fluido. Es una de las
propiedades que influye en la potencia necesaria para mover una superficie
aerodinamica a través de la atmoésfera. La velocidad de deformacion de un

fluido estd directamente ligada a su viscosidad.

= Compresibilidad: Es la deformacion provocada en el fluido por cambios de

presion, lo que da como resultado un incremento de densidad.

= Tension superficial: es una propiedad originada por las fuerzas de atraccién

entre las moléculas.

Movimientos de fluido

Los movimientos de fluido se manifiestan de diferentes maneras. Algunos pueden
ser descritos con facilidad, en tanto que otros requieren de un conocimiento
completo de las leyes de fisica. En aplicaciones de ingenieria es importante
describir los movimientos de fluidos tan simplemente como puedan ser justificados.
Esto en general depende de la precisiéon requerida y de la las suposiciones

simplificadoras de las ecuaciones de movimiento, las cuales son muy dificiles de
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resolver. Algunas suposiciones comunes utilizadas para simplificar una situacién
de flujo tienen que ver con las propiedades del fluido. Por ejemplo, en ciertas
condiciones, la viscosidad puede afectar el flujo de manera significativa; en otras,
los efectos viscosos pueden ser omitidos, con lo que se simplifican en gran
medida las ecuaciones sin que se alteren significativamente las predicciones. La
compresibilidad de un gas en movimiento deberda ser tomada en cuenta si las
velocidades son muy altas, mas los efectos de compresibilidad no tienen que ser
tomados en cuenta para predecir las fuerzas del viento que actian en edificios
o para predecir cualquier otra cantidad fisica que sea un efecto directo del
viento. Después de estudiar los movimientos de fluidos, las suposiciones apropiadas
utilizadas deberan ser mas que obvias. El andlisis de problemas de flujo de fluidos
complejo a menudo se simplifica mediante la visualizacion de patrones de flujo, los
que permiten desarrollar un mayor entendimiento intuitivo y ayudan a formular el
problema matematico. En este trabajo se considera la simulacién de los llamados
fluidos Newtonianos, los cuales comprenden la gran mayoria, entre ellos el agua,
aire y aceite. La principal caracteristica de este tipo de fluidos es que el esfuerzo

cortante es proporcional al gradiente de velocidad.

Clasificacion de los flujos de fluido

» Flujos viscosos e inviscidos: Un flujo puede ser clasificado de una manera
general como flujo viscoso o flujo inviscido. Un flujo inviscido es aquel en
el que los efectos viscosos no influyen significativamente en el flujo y por
lo tanto son ignorados. En un flujo viscoso los efectos de viscosidad son
importantes y no pueden ser ignorados. Para modelar un flujo inviscido

analiticamente, simplemente la viscosidad se hace cero; esto obviamente
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hace que todos los efectos viscosos sean cero. Con base en la experiencia, se
encuentra que la clase principal de flujos que pueden ser modelados como
flujos inviscidos, son los flujos externos, es decir, los flujos que existen en
el exterior de un cuerpo, tales como el flujo alrededor de una superficie
aerodinamica o una superficie hidrodindamica. Los flujos viscosos incluyen la
amplia clase de flujos internos, tales como flujos en tubos y conductos y en
canales abiertos. En flujos como esos los efectos viscosos provocan pérdidas
sustanciales y responden a las inmensas cantidades de energia que deben
ser utilizadas para transportar petroleo y gas por oleoductos. La condicion
no deslizante que produce una velocidad cero en la pared, y los esfuerzos

cortantes resultantes, conducen directamente a estas pérdidas.

Flujo laminar: En un flujo laminar el fluido fluye sin mezclado significativo
de sus particulas préximas entre si. El flujo es ordenado y predecible, el
movimiento se produce en capas o laminas y las soluciones matematicas
son factibles. En este flujo las particulas se mueven en trayectorias

independientes de las particulas de capas adyacentes.

Flujo turbulento: Los movimientos del fluido varian irregularmente de
tal suerte que las cantidades, tales como velocidad y presién, muestran
una variacién aleatoria con el tiempo y las coordenadas espaciales.
Las cantidades fisicas con frecuencia se describen mediante promedios
estadisticos. En este sentido, un flujo turbulento “continuo” puede ser
definido como un flujo en el que las cantidades fisicas promedio dependen

del tiempo y no cambian con éste.
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2.1.2. Ecuaciones Diferenciales y Condiciones de Frontera

La mayoria de los fenémenos naturales son descritos por modelos matematicos.
Entre estos, las ecuaciones diferenciales son muy frecuentes y existen muchos tipos

de ellas. En general, una ecuacién diferencial puede escribirse como
A(u) = f enQ, (2.1)

donde A es un operador diferencial, v y f son funciones suficientemente
diferenciables para satisfacer las restricciones del operador A, y u se conoce como
funcion solucion o wvariable dependiente; por lo que A puede verse como una
funcién que depende de u. El operador A se dice que es lineal en su argumento wu,

si y solo si se cumple que:
Alau + fv) = aA(u) + BA(v). (2.2)

para todo escalar «, 3, y funciones u,v. Si f = 0 en (2.1), se dice que la ecuacién es
homogénea, en caso contrario, no homogénea. Ademas, €2 en (2.1) se conoce como

el dominio de la ecuacién diferencial, y para este contexto siempre se definira real.

Cuando la variable dependiente es funciéon de una variable, el dominio es un
segmento de recta y su frontera son los dos puntos extremos. Cuando la variable
dependiente es funcién de dos variables, el dominio es, cominmente, una regién

del plano y su frontera es la curva que encierra (o delimita) la region.

Para garantizar la unicidad de la solucién de la ecuacién diferencial, es
necesario imponer algunas condiciones sobre la variable dependiente. Cuando estas

restricciones se aplican a los valores de la funcién solucién y/o a sus derivadas en
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los puntos de la frontera, se conoce como un problema de valor de frontera. Las

condiciones de frontera se denotan como:
B(u) =g sobreT, (2.3)

donde B es un operador diferencial, u la variable dependiente y ¢g es una funcién
definida en la frontera I'. Dependiendo de céomo se formulan las condiciones de
frontera se pueden tener diferentes tipos. Cuando se condiciona tnicamente el
valor de la variable dependiente, se conoce como condicion de Dirichlet, y tiene
la forma:

hu =g sobrel. (2.4)

donde h es una funcion definida en I'.

Cuando la condicion prescribe el valor de la derivada de la variable dependiente,

se conoce como condicién de Newmann:

ou

A5s =9 sobre T, (2.5)

donde 72 es el vector normal unitario externo a la frontera y a una funcion definida

en [

La condiciéon donde se involucra tanto la variable dependiente como su derivada,
se conoce como condicién de Robin, Newmann generalizada o mizta, y es de la

forma:
@

pr +hu=g sobrel (2.6)

a

Si en cualquiera de los casos, g = 0, se denomina condicién homogénea, en otro

caso se denomina no homogénea.

18



2.1.3. Operadores de Divergencia, Gradiente y Laplaciano

Entre los operadores mas comunes, esta el operador V denominado nabla, el cual
permite obtener la Divergencia, el Gradiente y Laplaciano de funciones escalares

o vectoriales segin sea el caso. Cada una de estas operaciones se define como:

Gradiente:
ou
Vu=| * 2.7
u o (2.7)
9y
Divergencia:
-  0AX 0AY
A= —_— 2.8
v 5 T g (2.8)
Laplaciano:
0*f  O*f
2f= 4 — L 2.9
Vi 02 + 0y? (2.9)

2.2. Meétodos de Solucion Numérica

Como ya se ha mencionado, un numero significativo de problemas fisicos y de
ingenieria, incluyen ecuaciones en derivadas parciales. Es posible obtener solu-
ciones analiticas de tales ecuaciones fisico-matematicas sélo en casos especiales,
o bien puede ser extremadamente laborioso. Como una alternativa a ello, surgen
los métodos numéricos para poder obtener soluciones aproximadas de la ecuacién

diferencial.

Las funciones incognitas en ecuaciones diferenciales, son funciones de argumentos
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continuos. Por ejemplo, la funcién u(z,y, z,t) de la ecuacién de calor, retorna el
valor de temperatura en cada punto del espacio en el tiempo t. Esto significa que
en el momento de tiempo ¢, puede asociarse a cada punto con coordenadas (z,y, z)
un valor de temperatura u(z,y, z,t). En el caso méas simple, 1D estacionario, u es
la funcién de un argumento espacial z = xq, u(z) y = € [a, b]. La funcién u(z) de
argumento continuo x € [a, b], es elemento de un espacio de funciones H, y alguna

norma es utilizada para comparar dos funciones u(x), v(x) € H. Por ejemplo:

|ulle = maza<a<p|u(w)| (2.10)
1/2

fule, = ([ w#(@iar) 2.11)

La escogencia de la norma para la comparacion de estas funciones, depende de la

interpretacion fisica de la funcién u.

Para comprender lo que significa la funcion de argumentos discretos, se puede
considerar el proceso de medicion en un punto del espacio por un instrumento.
Como resultado de tales mediciones, se obtiene un conjunto de ntumeros, cada
uno de los cuales corresponde al valor en un punto. Estos valores puedes ser
enumerados de alguna manera, por ejemplo asignando un ntimero al instrumento
que toma cada medicién, y puede ser denotado como u;. En algunas aplicaciones
fisicas, los instrumentos pueden arrojar valores aproximados sobre un pequeno
volumen o area, por lo que en este caso, los valores no corresponden a un punto
en especifico. Es claro que solo el indice 7 no representa informacion sobre la
ubicacion del instrumento con numeracion ¢; es por ello que la nocién de funcién
con argumentos discretos incluye informacién sobre la ubicacién de los puntos,

volimenes u otra figuras geométricas y los valores relacionados a estos elementos
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geométricos. Ejemplos de mallados y funciones de mallados son dados en la

siguiente seccion.

2.2.1. Diferencia Finita Simple

Este es el método més antiguo para hallar solucion numérica de ecuaciones
en derivadas parciales, introducido por Euler en el siglo XVIII. Es ademés
muy facil de aplicar en geometrias simples. En cada punto del mallado, la
ecuacion diferencial es aproximada reemplazando las derivadas parciales por
aproximaciones en términos de los valores nodales de las funciones. Aunque en
principio el método puede ser aplicado sobre cualquier tipo de mallado, es comin

que se desarrolle inicamente para mallados estructurados.

Por medio de expandir la serie de Taylor o interpolacién polinomial, se obtienen
aproximaciones para la primera y segunda derivada de las variables con respecto

a las coordenadas.

Como ya se menciond, en mallados estructurados, el método de diferencias finitas
es simple y efectivo, y es especialmente sencillo obtener esquemas de orden alto
en mallados regulares. La desventaja que presentan es que la conservacién no es
considerada a menos que se dedique un andlisis adicional. Ademads, la restriccion

para s6lo geometrias simples es una desventaja significativa en flujos complejos.
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2.2.2. Volumen Finito

Este método hace uso de la forma integral de la ecuacion de conservacién como
punto de inicio. El dominio de la solucién es dividido en un numero finito de
volimenes de control contiguos y las ecuaciones de conservacion son aplicadas
a cada volumen. Es posible adaptar el método a cualquier tipo de mallado, por
lo que es apropiado para geometrias complejas. Posiblemente las aproximaciones
de Volumen Finito sean las mas sencillas de entender y programar, y todos los
términos que necesitan ser aproximados tienen interpretacion fisica, lo que lo hace

muy popular en ingenieria.

La desventaja en comparacion con los esquemas de Diferencias Finitas, es que
el desarrollo para 6rdenes mayores a dos, es mucho mas dificil de realizar en tres
dimensiones. Esto se debe a que el enfoque de Volumen Finito requiere tres niveles

de aproximacion: interpolacion, diferenciacién e integracién.

2.2.3. Elemento Finito

Es similar al método de Volumen Finito en muchas maneras. El dominio es
fraccionado en un conjunto de voliimenes discretos o elementos finitos que estan
generalmente estructurados; en 2D es comun el uso de tridngulos o cuadrilateros,
mientras que en 3D son tetraedros o hexaedros. La caracteristica distintiva de este
método es que las ecuaciones son multiplicadas por una funcion de peso antes de
ser integrada en el dominio. En la forma mas simple del método de Elementos

Finitos, la solucién es aproximada por una funcién polinomial en cada elemento,
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de manera de garantizar continuidad de la solucion a través de las fronteras de los
elementos. Tal funcién puede ser construida a partir de los valores en las esquinas

de los elementos.

Esta aproximacién es entonces sustituida dentro de la integral de la ley de
conservacion y las ecuaciones a ser resueltas son obtenidas a través de la derivada
de la integral con respecto a cada valor nodal igual a cero; esto corresponde a
seleccionar la mejor solucién dentro de un conjunto de funciones permitidas (la
de residual minimo). El resultado es un conjunto de ecuaciones algebraicas no

lineales.

Una importante ventaja de este método es la capacidad de adaptarse a geometrias
arbitrarias, y existe una extensa bibliografia dedicada a la construccién de
mallados para métodos de elementos finitos. Los mallados son facilmente refinados
por medio de simplemente subdividir cada elemento. Ademads, los métodos de
elementos finitos son faciles de analizar matematicamente y es posible demostrar

sus propiedades de optimalidad para ciertos tipos de ecuaciones.

La principal desventaja, compartida con cualquier método que utilize mallados no
uniformes, es que las matrices de las ecuaciones linealizadas no son estructuradas
como aquellas en mallados uniformes, haciendo méas dificil hallar métodos de

soluciones eficientes.
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2.2.4. Diferencia Finita Mimética

Entre los métodos mas universales y efectivos, usado ampliamente en la actualidad
para hallar soluciones aproximadas a ecuaciones fisico-matematicas, esta el
método de diferencias finitas miméticas, el cual resuelve la ecuacion original
reemplazando los operadores continuos de divergencia, gradiente y laplaciano
por aproximaciones numéricas que conserven propiedades importantes de los

operadores originales.

Las soluciones para las ecuaciones diferenciales son conseguidas en dos etapas:

» El desarrollo del esquema de diferencias finitas (una aproximacién en

diferencias para la ecuacién diferencial sobre un mallado).

= El cédlculo de la solucién de las ecuaciones en diferencias, el cual es escrito
en forma de un sistema de alto orden de ecuaciones algebréicas lineales o no

lineales.

La esencia del método puede ser resumida como sigue:

1. El dominio continuo (por ejemplo, un intervalo, un rectangulo o un dominio

con forma arbitraria), es reemplazado por un conjunto discreto de puntos

(nodos).

2. En lugar de una funcién con argumentos continuos, se considera una con

argumentos discretos. El valor de la funcién es definida en los nodos del
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mallado o en otros elementos del mallado (por ejemplo, en celdas que tienen

nodos en sus vértices) y es llamada funcidn de mallado.

3. Los valores de derivadas dentro de la ecuacion diferencial y en las
condiciones de frontera, son aproximados por las expresiones en diferencias.
Asi el problema diferencial es transformado en un sistema de ecuaciones
algebraicas lineales o no lineales, lo que constituye el esquema de diferencias

finitas.

Debido a lo reciente de la creacién de este método, ain estd siendo probado
a diferentes niveles, desde el punto de vista conceptual y de aplicacion
con ecuaciones diferenciales diversas que permitan determinar sus ventajas y
desventajas. Esta investigacién estara orientada a un dominio fisico 1D y 2D,
ya que el método de Diferencias Finitas Miméticas propuesto para resolver las

ecuaciones diferenciales de Navier-Stokes, no posee un desarrollo completo en 3D.

2.3. Generacion de Mallados

2.3.1. Mallados en 1D

Un ejemplo simple de mallado es el usado en el caso 1D. Sea el dominio de
la variable z el intervalo 0 < x < 1. Se definen en este intervalo M nodos

xi, 1=1,....M:

0:$1<I2<"'<"L‘i<l‘i+1<"'<(L’M_1<1‘M:1
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Estos nodos dividen el intervalo [0, 1] en M — 1 subintervalos llamados celdas:

[l‘i,l’l_H] izl,...,M—l

Para la identificacién de los nodos, en este caso de mallado 1D no uniforme se

usa el indice 7. Si
ri=hx*({G—1) h=1/(M—1)

entonces el mallado es uniforme.

En el caso de mallados uniformes, la densidad de la distribucién de los nodos puede
ser caracterizada por el parametro h, el cual tiende a cero cuando el nimero de

nodos incrementa.

Para mallados no uniformes usualmente se asume que existen ciertas constantes

Craz Y Cmin, las cuales no dependen de h, y

sznh S Tit1 — Ty < C’maach (212)

Si esta supocision llamada regularidad es vélida, entonces si h tiende a cero la
longitud de cada celda del mallado también tiende a cero. Por ello, para el caso

no uniforme, el mallado esta caracterizado por h y constantes Cuz ¥ Coin.

Mallados No Uniformes

Para la aplicaciéon practica de un mallado no uniforme, es 1til e importante

comprender la diferencia basicamente entre dos tipos.
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El primer tipo de mallado no uniforme es el mallado suave. Se asume que existe
una funcién suave z = z(§), el cual transforma el segmento [0, 1] en ¢l mismo.
Esta transformacién debe ser uno a uno. Para el caso 1D una condicién suficiente
para esto, es que la funcién x(§) sea mondtona creciente. Supéngase que en el
segmento 0 < ¢ < 1 hay un mallado uniforme con nodos &; = %,i =1,.., M.

El mallado z;;2 = 1,..., M en el segmento 0 < x < 1 es llamado un mallado suave

si las coordenadas estan dadas por:

r; = 1(&)

y la funcién z(§) es una funcion suave. (Notese que el espacio de la variable £
es llamada generalmente espacio l0gico, y el espacio de la variable x es llamado

espacio fisico).

Una clase més amplia de mallados no uniformes son los llamados no suaves, los
cuales no pueden ser construidos utilizando una transformaciéon. Un ejemplo de

tales mallados es uno en el que la longitud entre nodos es alternada por h, 2h, h, ...

Para los mallados no uniformes es asumido que existen condiciones de regularidad

como (2.12), la cual provee alguna informacién sobre la distribucién de los nodos.

Tipos de Funciones de Mallado

Hay dos tipos principales de funciones de argumentos discretos en un caso 1D.
En el primer caso, los valores de la funcion corresponden a los nodos. Es llamado

discretizacion nmodal y la funcién de mallado u”" es un conjunto (vector) de M
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nameros:

Usando la interpretacion de funcién de mallado como el resultado de mediciones,
se puede decir en el caso de discretizaciéon nodal, el instrumento mide calores
exactamente en los nodos. Si es posible medir solamente el valor promedio sobre
la celda (x;, z;11), entonces el valor de las funciones del mallado corresponden a las
celdas, lo que se denomina discretizacion por celda, 1o que hace que el valor de la
funcién en este caso corresponda a la celda en general como un objeto geométrico.
Para denotar los valores de funciones por celda, se utilizan indices medios; es decir
que la notacion uﬁrl /o €8 usada por el valor de la funciéon de mallado en la celda
(s, ¢i11). Otra manera es haciendo referencia al indice uf del nodo izquierdo de

la celda.

Para comparar funciones de mallados tal como en el caso continuo, son usadas

analogos discretos de las normas (2.10) y (2.11) para u" € H:

" =

|[u mazy<i<pr—1|ul (2.13)

M-1 1/2
||u]| = <Z(U?)2 * (i1 — l"i))) (2.14)

=1
2.3.2. Mallados en 2D

El ejemplo mas simple de un mallado en 2D es llamado producto tensorial en un

rectangulo. Sea el dominio de las variables z y y el rectangulo:

R=0<zx<ax0<y<bd
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Sobre los intervalos 0 <z < a y 0 <y < b es construido un mallado 1D como en

la seccion previa:

O=z1 <a2< - <x; <xjp1 < - <xpy_1 < Tp = G,

O=tp1 <y <+ <Y <Yjp1 < <an-1 <y =D

El conjunto de nodos con coordenadas (z;,y;) sobre el plano es llamado mallado
tensorial o mallado rectangular no uniforme. Claramente, el mallado consiste en
los puntos en donde las lineas © = x; y y = y; se intersectan. En el caso de mallados

de producto tensorial, la densidad puede ser caracterizada por el parametro

a b )
M—-1"N-1

h = max(hy, hy) = max(
el cual tiende a cero cuando el niimero de nodos incrementa.
El mallado es llamado uniforme en alguna direccién (z, y o ambas), si el mallado

1D en esa direccion es uniforme. Si el mallado es uniforme en ambas direcciones

y los pasos h, y h, son iguales, el mallado es denominado cuadrado.

Para la identificacion de cada nodo, se utilizan dos indices 7, j. El rectangulo con
vértices (i,7), (i +1,7), (i + 1,7+ 1),(i,7 + 1) (lamado celda) (ver figura 2.1) se

usa para la identificacion de esa celda.
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(1,N) (M, N)
@ 2

Qi,j
W

(1,1) 1 (M, 1)
Figura 2.1: Mallado tensorial

2.4. Meétodo de Operadores de Soporte 1-2-1

Existen dos tipos basicos de restricciones impuestas sobre los esquemas de
diferencias finitas. La primera es la aproximacion y las restricciones de estabilidad,
lo que determina la convergencia de la soluciéon aproximada a medida que el
mallado se hace mas pequeno. El segundo tipo de restricciones se refieren a la
retencién que hace el esquema de diferencias finitas de propiedades importantes
de las ecuaciones diferenciales originales. Cuando se calcula la solucién numérica
de las ecuaciones diferenciales parciales, los operadores de diferencia que imitan
propiedades cruciales de los operadores diferenciales son generalmente més

precisas que las que no lo hacen. Propiedades como la simetria, conservacién,
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relacion de dualidad e identidades entre gradiente, rotor y divergencia son
muy importantes, pero el autor de [1] considera la conservacién como la més

importante de las propiedades.

Independientemente de la aproximacién utilizada, en la determinacién del
esquema de diferencias finitas, se considera la construccién de analogos de
diferencias finitas para los operadores diferenciales invariantes béasicos de primer
orden, tales como grad, div y curl de la fisica-matematica. Las ventajas de
la representacion operacional de los esquemas de diferencias finitas, llega a
ser mas clara en el caso de mallados légicos rectangulares y de mallados no
estructurados, en los cuales las propiedades de los operadores de diferencia

aseguran la conservacion.

El método de Operadores de Soporte ha sido desarrollado por A.Favorskii, A.
Samarskii, M. Shashkov y V. Tishkin luego de muchos anos de estudio, y han
logrado resumir el proceso de construccion de esquemas de diferencias finitas
conservativas para ecuaciones de la fisica-matematica utilizando el método de

Operadores de Soporte, en cinco pasos principales:

1. Escribir las ecuaciones originales en términos de los operadores diferenciales

invariantes de primer orden: div, grad y curl.

2. Es importante comprender que las propiedades de los operadores diferen-
ciales invariantes implican las leyes de conservacion y otras caracteristicas
importantes del sistema original de ecuaciones diferenciales. En tal conexion,
resaltan dos diferentes clases de propiedades en los operadores. La primera

clase contiene las propiedades de un operador simple, y la segunda, las
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propiedades que se conectan con dos o mas operadores. Una de las princi-
pales relaciones del segundo tipo y que es usada para derivar aproximaciones
consistentes para los operadores de diferencia div y grad en la construccion

de esquemas de diferencias es:

/ divAdV + / (A, gradp)dV = ]{ o(A,)dS (2.15)
14 14 S

donde V' es el volumen arbitrario con superficie S y vector normal unitario

1;  es una funcién escalar arbitraria; A es una funcién vectorial arbitraria.

Escoger donde seran localizadas en el mallado las funciones escalares,
vectoriales y tensoriales. Se consideran dos posibilidades: la primera es
usar discretizacién nodal para las funciones escalares y discretizacion de
celda centrada para funciones vectoriales de componentes Cartesianas, y
una segunda posibilidad es utilizar discretizacién nodal para funciones
vectoriales de componentes Cartesianas y de celda centrada para las

funciones escalares.

Seleccionar el operador primal. Este debe ser uno de los operadores
diferenciales de primer orden utilizados en la formulaciéon de las ecuaciones
originales. Por definicion existe un andlogo de diferencias para este operador.
A partir de alli, todos los operadores de diferencias pueden ser derivados de la
definicion de discretizacion del operador primal y los analogos de diferencia
de las identidades integrales. En el caso de discretizacién nodal de la funcion
vectorial, es natural hacer uso de la divergencia como operador primal, y en
el caso de discretizacion nodal de la funcion escalar es natural el operador

grad como primal.

Las férmulas para otros operadores de diferencias, llamados operadores
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deriwados, son obtenidas utilizando la expresién para el operador primal

y la forma de los analogos en diferencias de las identidades integrales.

6. Finalmente, si se tienen andlogos discretos para los operadores diferenciales,
los cuales conforman las ecuaciones diferenciales originales, se puede generar
el esquema de diferencias finitas sustituyendo los operadores diferenciales

por operadores discretos.

Para construir un sistema de operadores de diferencia analogos de div y grad en
el caso de una dimensién que satisfaga las condiciones ya formuladas, considérese
que V =10,1] y A= AX, 0, 0. Esto es, A tiene sélo una componente. Todas las
funciones escalares y los componentes de los vectores dependen solo de la variable

x.

En el caso donde grad y div son ambos igual a du/dx, debe construirse dos
analogos de diferencia diferentes para la primera derivada. En 1D la identidad

(2.15) queda:

0 dAX v d
/190 - d:1:+/0 AX%dngp(l)AX(l)—gp(O)AX(O)

Por simplicidad, se asume que la funcién ¢ es igual a cero en x =0y x = 1. Asi,
el lado derecho de la ecuacion anterior es igual a cero y puede ser escrita como:

1 1
/ gpdAde—i—/ AXd—(’Ddx:()
0 dx 0 dz

Por ello, en el caso 1D los analogos de diferencia de la primera derivada deben

imitar algunos andlogos de diferencia de esta identidad.
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Al principio se consider¢ el caso donde la funcion de diferencia escalar pertenece

a HN, u" € HN y u} = ul, = 0. Esto significa que en este caso se
considerardn las funciones discretas u" = (uft,uf, ...,u?, ;). Es natural entonces

seleccionar D, como operador primal (el cual es andlogo de la primera derivada)

y D, : HN — HC' El valor en la celda i es
h h

us — u
Dy, = 4L ¢ 2.16
(Dyu”) P (2.16)

La aproximacién del Operador Divergencia queda definida por

DIViiyjof = % en Q (2.17)

El Operador Gradiente se define como:

Ji2 = Jo
AD,f = 11220 r
GRAD,f e en
GRAD; f = w en Q (2.18)
GRADyf = % enT

Siendo h el espaciado uniforme del mallado h = Az, con Ax = x;11 — x;

2.5. Método Castillo-Grone 2-2-2

En [4], J. Castillo y R. Grone muestran la manera de construir aproximaciones
discretas de orden alto para la derivada en mallados uniformes unidimensionales
y que satisfagan una ley de conservacién global. Basicamente el problema consiste
en hallar buenas aproximaciones de la divergencia (V-) y el gradiente (grad) que

satisfagan el andlogo discreto del teorema de la divergencia (2.15):
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/ V- ofdV + / vgradfdV = fu-n)dS (2.19)
Q Q o9

Para estos dos operadores existen tres ideas muy relacionadas: el teorema de
la divergencia (2.19), conservacién local y conservacién global. La conservacion
local es un caso especial del teorema de la divergencia donde f = 1 y
una sola celda, mientras que la conservacién global es (2.19) con f = 1
aplicado a la regién completa bajo consideracion. Las discretizaciones que poseen
propiedades andlogas a estas, son denominadas miméticas. Como tanto el teorema
de la divergencia como la conservaciéon local implican la conservacién global,
es relativamente sencillo hallar discretizaciones que satisfagan andlogos a la

conservacion global.

En una configuracién unidimensional dentro del intervalo [0,1], (2.19) es

simplemente integraciéon por partes:

| pde+ [ e = o)1) = w050

En las discretizaciones se utiliza el mallado de Operadores de Soporte, construido
con N > 0, el cual es el nimero de celdas, y h = 1/N. Los nodos o puntos
en el mallado son x; = th, 0 < ¢ < N. Las celdas estan dadas por el intervalo

[ih, (i + 1)h] con centro z;,1 = (i + 1)h, 0 < i < N — 1. La divergencia discreta

1
2

opera en los valores v, mientras que el gradiente discreto en los valores f.
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2.5.1. Operadores discretos de segundo orden

La divergencia discreta mas simple estd definida por

(Do), = % 0<i<N-1 (2.20)

Y el gradiente discreto esta definido por:

—%fo-i-%f% - %f%

(@ =
(Gf)i:f”%—;fi_% 1<i<N-1 (2.21)
4 3 1
3N — §fN—% + ng_g
@ = P

donde nuevamente la definicién de G en los puntos de la frontera es la dada por la
aproximacion de Operadores de Soporte. La divergencia D es una aproximacién de
segundo orden, y el gradiente G es de segundo orden tanto en los nodos internos
como en la frontera. La siguiente figura ilustra las posiciones de los valores de Dv

yG f en el mallado:
Gf Dv Gf Dv Gf Dv

fo f v f v f
o Y ® Y o X
0 1/2 1 3/2 2 5/2

Los esquemas miméticos construidos con esta aproximacién, conservan las
propiedades fundamentales de los operadores continuos originales, permitiendo
a las aproximaciones discretas de las ecuaciones en derivadas parciales imitar
propiedades criticas, incluyendo las leyes de conservacion y simetria en la solucion

de los problemas fisicos subyacentes.
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2.6. Método Implicito de Crank-Nicolson

El método de Crank-Nicolson se corresponde con la regla del trapecio para
ecuaciones diferenciales ordinarias y se basa en diferencias centrales para hacer
aproximaciones de segundo orden en el tiempo. Esta aproximacién para la primera

derivada es como sigue:

n+1
nt1/2  Owr™ + O}

Oz, 5

(2.22)

Los desarrollos basados en el esquema de Crank-Nicolson son incondicionalmente
estables, consistentes y convergentes para todos los valores en los pasos de
tiempo, alcanzando aproximaciones considerablemente mejores que con métodos
explicitos. Es utilizado conjuntamente con diferencias centrales espaciales con el

proposito de alcanzar mayores precisiones.

2.7. Condiciones de Frontera en CFD

Todos los problemas en la dinamica de fluidos computacional son definidos en
términos de las condiciones iniciales y de frontera. Es importante que el usuario
especifique correctamente estos valores y comprenda el papel que desempenan en
los algoritmos numéricos. En los problemas no estacionarios, los valores iniciales
de todas las variables del fluido necesitan ser establecidas en todos los puntos
del dominio. Computacionalmente, esto significa inicializar apropiadamente las
estructuras de datos utilizadas. Entre las condiciones de frontera comunmente

utilizadas, se pueden mencionar:
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Condiciones de Entrada.

Condiciones de Salida.

Condiciones de Pared.

Presiones prescritas o constantes.

Simetria.

Periodicidad (o condiciones de frontera ciclicas).

Haciendo uso de las condiciones de frontera, es posible establecer arbitrariamente
la magnitud de una variable en un nodo del mallado con el propdsito de simular
situaciones especificas. Adicionalmente, es ttil modificar los valores de algunas
variables en nodos internos, con el fin de simular obstaculos dentro del dominio.
El sistema de las ecuaciones de fluido discretizado puede ser resuelto normalmente
sin tener que tratar tales obstaculos de forma separada. Algunas condiciones de
fronteras mas complejas, pueden incluir movimientos dependientes del tiempo,
fronteras rotacionales o factores de aceleracién, condiciones especiales para flujos
supersonicos, entre otras. Debido a la importancia de combinar correctamente los
diferentes tipos de condiciones de frontera dentro de una simulacion con el fin de
obtener los resultados y aproximaciones deseadas, es tarea del usuario establecerlas
partiendo de un cuidadoso analisis de los aspectos involucrados y de la experiencia

que tenga en identificar las condiciones de la situacién planteada.
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2.8. Meétodos de Compresibilidad Artificial

Los flujos compresibles es un area de gran importancia en la mecénica de fluidos
por sus aplicaciones en aerodinamica y diseno de turbinas, lo que ha llevado al
desarrollo de métodos para su solucién numérica. Surge entonces la posibilidad de
adaptar tales métodos a la solucién de flujos incompresibles. La mayor diferencia
entre las ecuaciones de flujo compresible y los que no lo son, es netamente de
caracter matematico. La versiéon compresible contiene la derivada en el tiempo de
la densidad. En el caso de los flujos incompresibles la densidad es constante, lo
cual elimina la opcién de colocar tal derivada. Esto plantea que la derivada en el
tiempo de la presién es una clara eleccion para estos casos, lo cual significa que
realmente no se resuelven las ecuaciones de incompresibilidad. Como resultado,
se ha cuestionado mucho la idea de utilizar métodos de compresibilidad artificial
en problemas de flujo incompresible; sin embargo, ha sido ampliamente probado.
Esta propuesta fue hecha por primera vez por Chorin [?] en 1967, plantedndola
entre otras versiones posibles basadas en los métodos compresibles. En resumen,
la propuesta esencial es agregar la derivada en el tiempo de la presion a la ecuacion

de continuidad:
1op oOVx 0OVzx

BE—F or oz =0 (2:23)

donde [ es un parémetro de compresibilidad artificial cuyo valor es clave en el
desempeno de este método. Obviamente, mientras mayor sea el valor de 3, mayor
sera la “incompresibilidad” en las ecuaciones considerando el caso de densidad

constante.

El factor crucial en la convergencia de este método, es la escogencia del parametro
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B, debido a que el valor éptimo es dependiente del problema. Aun asi, algunos
autores han sugerido procedimientos automaticos para tal seleccion, ya que valores
demasiado grandes requieren de un correcto campo de velocidad para poder
satisfacer la ecuacion de continuidad incompresible. También es posible determinar
el menor valor aceptable para (§ a través de la propagacion de velocidad de las
ondas de presién. Obviamente, 1/(SAt) debe ser pequenio comparado con los
coeficientes de los otros términos de la ecuacion, lo cual es necesario si se desea

una rapida convergencia.

2.9. Resolucion de Sistemas de Ecuaciones Lin-
eales

En muchos casos el resultado del proceso de discretizacion numérica, es un sistema
de ecuaciones algebraicas lineales o no lineales dependiendo de la naturaleza de
las ecuaciones diferenciales. Aun en los casos no lineales, los métodos de solucién
envuelven resolver sistemas lineales. Es por ello que se hace necesario el uso de

maneras eficientes para hallar soluciones a tales sistemas.

Las matrices resultantes de la discretizacion de ecuaciones en derivadas parciales
son siempre esparcidas, es decir, la mayoria de sus elementos son nulos. Este
hecho permite definir estructuras eficientes que almacenan y manipulan sélo las

coeficientes relevantes para resolver el sistema.

Entre los métodos directos se encuentran la Eliminacién Gaussiana, Descomposi-

cién LU, Método de Solucién Tridiagonal (Algoritmo de Thomas) y el método de
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Reduccion Ciclica. Cualquier sistema de ecuaciones puede ser resuelto con estos
algoritmos, pero desafortunadamente el costo de la triangulacién en matrices es-
parcidas es extremadamente alto. Esto justifica el uso de métodos iterativos, los
cuales sistematicamente refinan una solucion inicial. El mas simple de estos méto-
dos es el de Jacobi y entre los mas conocidos e implementados estan el método
Gauss-Seidel, SOR (Successive Quver-Relazation), método de Stone (Descomposi-
cion LU incompleta), Gradiente Conjugado, Gradiente Biconjugado, CGSTAB,
GMRES y Multigrid.

2.9.1. Uso de la libreria UCSparseLib

UCSparseLib es una biblioteca portable para la resolucién serial y paralela de
sistemas lineales densos y esparcidos. Los sistemas lineales considerados son de la

forma:

donde A es una matrix n X n densa o esparcida de gran tamano suministrada
por el usuario, y puede ser regular o irregular en su estructura, b es vector de
términos independientes. Las investigaciones sobre técnicas de matrices esparcidas
han llegado a incrementar su complejidad, y promete continuar acentuandose
debido a la necesidad creciente de disenar algoritmos eficientes para modernas
supercomputadoras. Aun cuando existe gran nimero de paquetes y herramientas
para resolver computacionalemente matrices densas de pequeno tamano, hay
también la necesidad de herramientas similares o bibliotecas de propdsito general

para el trabajo con matrices esparcidas. Una coleccién de unos cuantos programas
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basicos para realizar tareas comunes y elementales, puede ser muy 1util y reducir
el tiempo dedicado a implementar y probar algoritmos para matrices esparcidas.
Los paquetes Linpack y Eispack desarrollados en los anos 70, han sido de gran
ayuda en varias areas de la computacion cientifica, ahorrando grandes cantidades
de esfuerzo y tiempo. Por otro lado, es muy frecuente que los investigadores de
la computacién de matrices esparcidas, codifiquen sus propias subrutinas para los
modos de almacenamiento de la matriz o de su reordenamiento acorde con ciertas
permutaciones; una de las razones pudiera ser la ausencia de estandares. Por ello,
para la misma estructura de datos bésica, puede estar en uso un gran numero de

variaciones.

UCSparseLib es una biblioteca de propdsito general debido a que puede manipular
matrices generales no simétricas y con patrones de estructura irregulares.
Los patrones de las posiciones nulas no necesariamente deben ser simétricos.
Desarrollada en ANSI C, UCSparseLib resuelve sistemas lineales esparcidos y
densos. Entre las funcionalidades incluidas, y que han sido de utilidad en el

desarrollo de este trabajo, estan:

= Rutinas para leer y escribir matrices utilizando un formato simple. También

es posible transformar una matriz a un formato postscript.

= Operaciones basicas aplicadas a vectores, multiplicacién de matrices, solvers

triangulares y reordenamiento de matrices.

= Solvers Iterativos como Gauss-Seidel, Jacobi, Gradiente Conjugado, GM-

RES(m), BiCGstab y BiCG.

= Rutinas de utilidades adicionales como timers, tiempos de CPU y manejo
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de memoria.

La siguiente figura muestra la organizacion general de la biblioteca:

UCSparseLib

MATRIX TOOLS FACTORIZATION AMG ITERATIVE

Figura 2.2: Organizaciéon General de UCSparseLib

Estructura de datos para matrices esparcidas

Una de las mayores dificultades encontradas en el cdlculo de matrices esparcidas, es
la variedad de tipos de matrices resultantes en aplicaciones practicas. El préposito
de un esquema de almacenamiento debe ser entonces, ganar eficiencia en términos
de utilizacion de memoria y en operaciones aritméticas. Como resultado, se han
propuesto muchas maneras diferentes de almacenar matrices esparcidas tomando
ventajas de la estrucutura de las matrices o del problema especifico del cual surgen.
Uno de los esquemas mas comunes de almacenamiento es el Compressed Sparse
Row (CSR). En este esquema, todas las entradas no cero son almacenadas fila por
fila en un arreglo de reales unidimensional, junto a un arreglo entero que contenga
los indices de sus columnas y arreglos de apuntadores a cada una de tales filas. El
orden de los elementos dentro de cada fila no es importante, lo cual simplifica el
esquema de almacenamiento. En UCSparseLib una matriz es un objeto llamado

TDMatrix, el cual es creado utilizando la siguiente rutina:
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TDMatrixCreate(TDMatris *M, TMatFormat format, int rows, int cols);

donde M es una matriz, y debe ser declarada como TDMatrix M. El formato
format es el modo de almacenamiento, el cual puede ser MATRIX_DENSE_R,
MATRIX_DENSE_C, MATRIX_SDENSE_R, MATRIX_SDENSE_C, MATRIX_DIAG,
MATRIX_CSR, MATRIX_CSC, MATRIX_SCS_R, MATRIX_SCS_C. rows y cols son

las dimensiones de la matriz.

Un componente importante del objeto TDMatrix es la estructura TDSparseVec

Esta estructura representa un vector esparcido y es:

typedef struct

{
int nz; /* No null elements */
int diag; /* Index of the diagonal element */
int *id; /* col/row values */
double *val; /* row/col elements */

} TDSparseVec;

Para accesar la fila i de la matriz TDMatrix M, se utiliza la siguiente macro:

For_TDMatrix_Row( M, i, row, mode ){

donde row es un TDSparseVec y mode puede ser: ACCESS_READ, ACCESS_WRITE

Y ACCESS_RW.
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Existen también macros para accesar columnas o fila/columnas si el usuario
no conoce el formato de la matriz. Las macros son: For_TDMatrix_Col y

For_TDMatrix_RC, respectivamente.

2.10. OpenGL como API para la Visualizacién

OpenGL [20] es una interfaz de software para hardware gréfico. Esta interfaz
consiste en aproximadamente 150 comandos diferentes para especificar los objetos

y operaciones necesarias para producir aplicaciones graficas interactivas.

OpenGL estd disenado como una linea de procesos, y es una interfaz independiente

de hardware que puede ser implementada en muchas plataformas diferentes.

Con el fin de satisfacer estas cualidades, no posee comandos para la creacion de
ventanas u obtener entradas del usuario, por lo que se debe hacer uso de algin
controlador del sistema de ventanas propio del hardware en particular. De igual
manera, OpenGL no provee comandos de alto nivel para la creacién de objetos
complejos; en su lugar, sélo define un pequenio conjunto de primitivas geométricas
tales como puntos, lineas y poligonos con los cuales es posible generar cualquier
modelo deseado. Es por ello que se hace necesaria la construccién de todos los
elementos que conforman los graficos deseados para este trabajo, como una capa
de abstraccion de software que tiene a OpenGL y otras bibliotecas auxiliares como

base.

Debido a que es posible realizar muchas cosas con el sistema grafico de OpenGL,

un programa puede llegar a ser complicado. Sin embargo, la estructura basica
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puede ser realmente sencilla: inicializar ciertas variable de estado que controlan
la forma en la cual OpenGL dibuja y los objetos a ser dibujados. Entre la
terminologia de la computacion gréfica, la palabra Render implica el proceso en el
cual un computador crea imagenes a partir de modelos. Estos modelos u objetos
son construidos con primitivas geométricas (puntos, lineas y poligonos) que son

especificadas por sus vértices.

El render final de la imagen consiste en pixeles dibujados en la pantalla; un pixel
es el elemento visible méas pequeno que el hardware grafico puede colocar en la
pantalla. La informacién sobre los pixeles (como por ejemplo, el color que deben
tener), es organizada en la memoria como mapas de bits. Un mapa de bits es
un area de memoria que almacena un bit de informacién para cada pixel en la
pantalla; un bit podria indicar cuan rojo se supone que debe ser un pixel en

particular, por ejemplo.

Como ya se ha mencionado, OpenGL provee un conjunto de comandos primitivos
pero poderoso, y todos tipo de dibujado de més alto nivel debe ser hecho en
términos de tales comandos. Ademads, todos los programas hechos en OpenGL
deben hacer uso de un mecanismo base de algun sistema especifico de manejo de
ventanas. Existe un niimero considerable de bibliotecas que permiten simplificar

algunas de tales tareas de programacién, como:

» OpenGL Utility Library (GLU), la cual contiene varias rutinas que hacen
uso de los comandos de bajo nivel de OpenGL para llevar a cabo tareas como
configuracion de las matrices que especifican la orientacion y proyeccion de

las vistas, y dibujado de superficies. Esta biblioteca es distribuida como
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parte de todas las implementaciones de OpenGL.

» OpenGL Utility Toolkit (GLUT) [21] es un conjunto de herramientas de
ventanas independiente del sistema, que simplifica con pocas rutinas la
necesidad de crear el entorno de dibujado requerido por OpenGL. La mayoria
de las variables de estado se encuentran inicializadas por defecto en valores
que facilitan el desarrollo en programas simples. Las rutinas igualmente
requieren pocos parametros. Por estas razones de simplicidad, GLUT no
hace uso de manejadores, apuntadores o estructuras de datos nativas a algiin
sistema en particular; incluso provee de su propio conjunto (limitado) de

fuentes.

2.11. Propuesta metolégica para el desarrollo
del Software

Se plantea una metodologia que se fundamente en la simplicidad, comunicacion
y retroalimentacién o reutilizacién del cédigo desarrollado (reciclado de c6digo),
haciendo que todo el proceso de desarrollo sea mas simple que muchos de los
métodos existentes. Entre sus objetivos estd potenciar al méaximo el trabajo en
equipo. Esto implica que los disenos del software deben ser claros y sencillos.
El cédigo es revisado continuamente mediante la programacion en pareja y se
realizan pruebas todo el tiempo, no solo de cada nueva rutina (pruebas unitarias),
sino también de integracion al anadirlas al proyecto, o después de modificar
cualquiera existente (integracién continua). Se (re)disena en todo momento
(refactoring), dejando el c6digo siempre en el estado més simple. Y las iteraciones

son radicalmente mas cortas de lo que es usual en otros metodologias, con el fin
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de beneficiarse de la retroalimentacion tan a menudo como sea posible. No es
considerada la burocracia documental requerida en desarrollos no pertenecientes

a las areas de investigacién cientifica.

A continuacién se describen las etapas contempladas en cada uno de los ciclos de

desarrollo de este proyecto:

2.11.1. Planificacion

Se plantea la planificacion como un didlogo permanente en el cual se decide
el alcance del proyecto, la prioridad (qué debe ser hecho en primer lugar), la
composicién de las versiones (qué deberfa incluir cada una de ellas), y las fechas
de inicio y culminacién de las mismas. En cada iteracion del desarrollo se planifican
las actividades a realizarse, lo que convierte la comunicacion en parte esencial del

proyecto.

2.11.2. Diseno

Debido a que siempre costara menos tiempo implementar un diseno sencillo que
uno complejo, se propone siempre realizar las cosas de la manera més sencilla
posible. Si alguna parte de la implementacion resulta especialmente compleja,
se replantea (‘divide y vencerds’). Se evita caer en la tentacién de ir anadiendo
funcionalidades adicionales no planificadas, aun incluso se conozca exactamente
como implementarlas, es decir, centrarse en la tarea que se ha fijado y hacerla lo

mejor posible. Se programa lo que se ha fijado sin perder tiempo en desarrollo de
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codigo que no se sabe si serd utilizado. En esta etapa se considera la reutilizacion

como fortaleza en el diseno planteado.

2.11.3. Desarrollo

El cédigo es desarrollado siguiendo los estandares definidos en UCSparceLib para
facilitar su lectura y modificacién por cualquier miembro del equipo de desarrollo.

Esto es decisivo para poder plantear con éxito la propiedad colectiva del codigo.

Cuando los test son creados antes que el cédigo, la implementacién del codigo
serda mucho més rapida. El tiempo empleado en desarrollar un test y algo de
codigo para probarlo es aproximadamente el mismo tiempo que se emplea en crear
exclusivamente dicho cédigo. La creacién de las unidades de test ayudaran a tener
una vision a cerca del cémo, en definitiva, del comportamiento del programa,
lo que resulta especialmente beneficioso en el diseno de sistemas de software

complicados.

Todo el cédigo que formard parte del plan, serd desarrollado por los dos miembros
del equipo, quienes trabajaran de forma conjunta en el computador. De esta
manera, se incrementara la calidad del software desarrollado sin afectar al tiempo
de entrega. Mientras uno de ellos se encarga de pensar la téctica con la cual se va
a abordar el problema, el otro se encargara de pensar las estrategias que permiten

llevar dichas técticas a su maximo exponente. Ambos roles son intercambiables.

No serd optimizado el cédigo hasta el final. Nunca se tratara de averiguar cudles

seran los posibles cuellos de botella del programa.
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2.11.4. Pruebas

Las unidades de test o pruebas constituyen unos de los pilares basicos de esta
propuesta. Se evita dejar la depuracion de todo el software para el final. En cierta
manera, una parte del cddigo no sera reemplazado si no supera las pruebas que
existen para ese codigo. Después de cada modificacién, se deberd emplear los
test para verificar que un cambio en la estructura no introduce un cambio en la
funcionalidad. Sin embargo, al anadir nuevas capacidades al cédigo, tendra que
ser redisenada la unidad de prueba, para adaptarse a la nueva funcionalidad. De
esta manera, la probabilidad de que exista un fallo en ambos (test y cédigo) es
menor. De aqui la importancia de la creacién de las unidades de prueba antes que

el codigo, para que sean independientes de este.

Las pruebas se convierten en una herramienta de desarrollo, no en un paso de
verificacién que pueda despreciarse si se cree que el codigo estd bien. El codigo

sera implantado cuando supere sus correspondientes unidades de prueba.
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Capitulo 3

DESARROLLO

En el capitulo anterior se expusieron diferentes métodos para resolver una ecuacion
diferencial parcial de segundo orden, bien sea de forma explicita o transformando
la ecuaciones diferenciales en un sistema de ecuaciones lineales. En este capitulo
se usara el método de diferencias finitas miméticas, tanto Operadores de Soporte
como Castillo-Grone 2-2-2, en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
grado. Ademds, se mostraran detalles de la libreria UCSparselib, utilizada como
la base principal para el desarrollo computacional del método en la ecuacion de
estudio de este trabajo. Finalmente, se mostrara el desarrollo procedimientos
que permiten representar graficamente el resultado del calculo numerico de las

ecuaciones implicadas en la simulacion de flujo de fluido.
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3.1. Solucion Numérica de las Ecuaciones de
Navier-Stokes y Compresibilidad Artificial
en 1D

Particularmente para el caso de una dimension, la ecuaciénes de Navier-Stokes se
pueden escribir como:

oV N V$0Vx _ lop N y82Vx
ot oxr  pOx ox?

(3.1)

3.1.1. Operadores de Soporte para Mallados Uniformes.
Método Explicito

Evaluando en los puntos medios y en el tiempo actual. La ecuacién (3.1) queda

CO1mo:

n n n 1 V23 n
OV wig g + Vi 0:.Valy, = _;aﬂcpi+1/2 + VangxiJrl/Z (3.2)

La aproximacion de la derivada con respecto al tiempo que se usara es:

+1
i =1

atf = At

(3.3)

Las aproximaciones en los puntos medios pueden ser calculadas como el promedio

de los nodos del mallado. Es decir:

fiv12 = @ + O(h?) (3.4)
fici2 = % + O(h?) (3.5)
firs2 = % + O(h?) (3.6)
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Se debe sustituir el valor de los nodos medios como el promedio de los nodos

enteros para aplicar la aproximacién del operador gradiente a la ecuacién (3.1):

o

Ou Vil + @ch?) 1 (@cp?H + 0oy

WV aliip+Valy, ( 5 = 5 ) + VﬁixVx?H/z

Para esta ecuacion y sustituyendo por las aproximaciones dadas anteriormente,

se obtiene:

)  (GRADVa? + GRADVz?
DVl + Vi, ( 5 +1) =

1 (GRADpZ-L + GRADp?H) N (GRADV:;U?le — GRADVm?)
- v
p 2 h

Sustituyendo por las aproximaciones correspondientes, la ecuaciéon finalmente

queda como:

n+l n Vai o= Val Val s o=Vail
Vo, = Ve o P + P _
1 p?+1/2—p?_1/2 + p?+3/2—p?+1/2 Vx?+3/2—\/a:?+1/2 N Vx?+1/2—VxlT”_1/2
1 h I Ly h I
P 2 h

Aplicando operaciones matemaéticas, la ecuaciéon anterior se puede escribir de la

siguiente manera:

n+1 n n n n n
inj_l/Q _ Vat e _ Vi p)Val,, n Vi pVials, B
At At 2h 2h

Picip  DPiysp v n n n

A continuacién son despejados los valores conocidos ¢t = n al lado derecho de la

ecuacion; debido a que solo existe una incognita en la parte izquierda, simplemente
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se sustituyen los valores conocidos del lado derecho. La ecuacién general es:

Pilijp Piysppe v
n+1l n n n
sz‘+1/2 = At ( 2hp - 2hp + ﬁ (in+3/2 - 2Vﬂcz’+1/2 + in—1/2)
+Vx?+1/2 n Vi p)Val,, _ Vi pValis,
At 2h 2h

Con esta ecuacién es posible hallar los valores de la incégnita V x para el siguiente

tiempo n + 1, conociendo las velocidades del tiempo n.

La ecuacién de Compresibilidad Artificial en una dimensién

1
g

se valua en los nodos medios y para el tiempo n:

Op+ 0.V =0

1

ﬂﬁtp?lrlm + 8acvgv?jq/z =0

Son sustituidas las aproximaciones dadas, tanto para el tiempo como para el

espacio:

ntl 1 n n
pz‘++1/2 ~ Pivay2 n Vail =V

BAt h =0

Desarrollando, se tiene:

pii11/2 =Pit12 ™ T (Val, —Vay)

Se sustituye por los promedios en los nodos medios dados por las ecuaciones (3.4):

nt1 BAL (Vx?H/Q TValy, Vi, + V$?+1/2)

P12 = Piyije — h 9 9
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Al simplificar se obtiene:

pi:ll/Z = Piv12 T o (V$i+3/2 - in—1/2)

Esta formula permite encontrar los valores desconocidos de la presién para el

tiempo n + 1, considerando que los valores del tiempo n son conocidos.
Condiciones de Frontera para la ecuacion de Navier-Stokes

Cuando ¢ = 0 se utiliza la aproximacion en la frontera izquierda,Gy, como se

muestra a continuacién:

GRADVx} + GRADV 2}
Dtvxll/g + Vl”il/Q ( L 9 1) =

1 (GRAng + GRADp?) . (GRADV:L”1z — GRADVQ:S)
p 2 h

Por lo que la ecuacién finalmente queda como:

an+1 R o Vz?/Q—ng V:vg/z—Vac’f/2
1/2 1/2 L Van /2 h _
At 1/2 2
PY /2P0 + P32~ P12 Vago—Veys  Vays—Vao
1 2 A h "2
p 2 h

Simplificando y despejando se obtiene:

Pl — Do Py — P Vagp—Va Vayy—Va
Vx?/*‘zl _ A (_( 1/2 o) B ( 3/2 1/2) LT 1/2 1/2 0

hp 2hp B2 R
Vx’l"‘/Q . Vx?/z +Vag . ng/z — Vx?/Q
R T — B e BT

De manera similar se halla la ecuacién para la frontera derecha:
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Sii=N—1:

n n 1 (PN_1/2 = PN_3j2 PN —Pn_12

p 2h h
. Val — Vx%71/2 B V$T]if—1/2 - Vﬂ]ﬁh:&/z
h?/2 h?
n Vay — Vx?v—1/2 n VIRI—I/Q - Vx%—3/2
_V$N—1/2 h —VIN_1/2 oh

Condiciones de Frontera para la ecuacion de Compresibilidad Artificial

Sii=0:
p1/+21 = P2 T 5 (Vx3/2 + Vi), - 2Va5)
Sii=N—1:
pN+_11/2 =PN-1/2 — on (2va - Vfozs/z - Vfol/Z)

3.1.2. Operadores de Soporte para Mallados Uniformes.
Método Implicito

La ecuacion de Navier - Stokes es evaluada en los puntos medios y en el tiempo

n+1/2 (Método de Crank-Nicolson) y se puede escribir como:

n+1/2
i+1/2 =

n+1/2 n+1/2

OV ailiy g+ Vi p0:Va al’pi—i-l/Z + Va:%xvxzurl/z

1
p

Ahora bien, las derivadas en el tiempo n + 1/2, se pueden aproximar con la suma

del promedio de las derivadas en el tiempo n + 1 y tiempo n en ese mismo punto
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i+ 1/2, por lo que al realizar esto la ecuacién anterior queda:

n+1 n
Va4 Van axval/Q + 6xvxz'+1/2
tV Lit1/2 Lit1/2 5 =
n+1 n 2 n+1 2 n
1 axp¢+1/2 + azp¢+1/2 N Vaxa:vxi+1/2 + ax:cvxz'+1/2
P 2 2
Sustituyendo por las aproximaciones dadas, tenemos:
il n Vx?r11/2;vx?j1l/2+V“?I31/2;V’”?I11/2 Vz?+1/2;‘/z?—1/2
Vil p = Valy, n + L
At 2
Valis o=Vall o p?j11/2*p?j11/2 p?j31/2fp?++11/2 P12 Pl 12 | Piya/2Pip1/2
- h 1 h + h, + h + h
42 - __ 2 2
2 p 2
”?Isl/zf‘/”?jll/z V”?jll/zfvx?jll/z Valig o= Vel Vel n—Vel gy
h — h + h — h
.y h h
2
Simplificando y despejando se tiene:
n+1 n n+1 n n+1 n+1 n+1
V$i+1/2 V$i+1/2vxi—1/2 + in+1/2vxi+3/2 ~ Picype n Divs)2
At 4h 4h 4hp 4hp
7’L+1 ’I’L+1 7’L+1 n n
5 Viaily, =2V, + Vo, _ Picy2 Pigspe
2h? 4h 4h
P
n n n n n n n n
. Valig, = 2Val, n +Val,, n Vil n Vi p)Val,, _ Vi pValis,
2h? At 4h 4h

Agrupando convenientemente por términos de igual indice:

1 v n+1 v V.”L';L+1/2 n+1 V$?+1/2 v n+1
(E * h_> Vi~ (ﬁ T ) Vet T o) Vi

n n+1 n n n n n
pi—+11/2 n pi++3/2 _ Picajp Pivsyo iy Vil g, =2Vl + Vi,
4hp 4hp 4hp 4hp 2h?
+V$?+1/2 n Vi pVal, _ Vi pVials,

At 4h 4h
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El mismo procedimiento es aplicado a la ecuacién de Compresibilidad Artificial:

1 n
Batp?Jrl /2T axvxz:f//; =0
por lo que
n+1 n n+1 n
pi—:_l/Q —Piyi)2 n amvxi-:_l/Q + aﬂvvwiﬂﬂ
BAL 2

Aplicando las aproximaciones, se tiene

ntl _  n Valt -valtt o var  —vap
Diy1o pi+1/2+ 7 + 7

BAt 2

=0

Se sustituyen los promedios como en el método explicito, obteniendo:
+1 +1 +1 +1
1 . Vz?+1/2+vz?+3/2 B VI?71/2+VI?+1/2 Vel otVelis/o B Vel g otVaeli g
Div12 = Piv1y2 2 2 + 2 .
I I
+
BAL 2

=0

Finalmente despejando, queda:

n

n+1 n+1 n+1 n n
Pit1y2 sz‘+3/2 inf1/2 _ DPigap Vatisn Vil

BAL 4h 4h  BAt 4k 4h

Condiciones de Frontera para la ecuaciéon de Navier-Stokes

Sii=0:

0, Vatl + 0, Van, 107 + 0up s Q2 Vit + 92 Van ,
OV i, + Vi, V2 5 L —; L2 5 / +v L2 5 /
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Sustituyendo promedios en los nodos medios y las aproximaciones, queda:

+1 +1 +1 +1
V - V . Vz?/2h;:zg’ Vzg'/2 ;V:v?/2 Vz?/}?/;Vzg Vzg/2;Vz{L/2
xr — xXr
1/2 1/2 + Vam 2 + 2 _
1/2 -
At / 2
+1_ n+l +1_ n+l
p711/2 ) pg/2 7p;l/2 F?/2*P3 Pg/2*p?/2
1 P R i +—
L 2 2
p 2
1 1 1 1
Va:g;; —Vx’f/‘g _V:c;l/‘g ~vapt Vel Vel Val,-vaf
B h/2 h h/2
wy h + h
2

Desarrollando y simplificando se obtiene:

n+1 n
Vacl;’2 le/Q B

At A +V‘”1/2( m oh m i on T an

n—+1 n n+1 n n n
1 (pl/Q _po+1 DP3js Prja Py p3/2)

Vx?/gl B ngﬂ . ng/gl . Vx’f/g Vg N ng/Q) B

p\ 4h  2h  4h  4h 2k 4h
» Vayht = 3Val )t + 2Vagt! . Vg, —3Val, +2Vag
2h? 2h?

Se despejan las incognitas y agrupan términos semejantes:

1 Va? 3v Vay v 1 1
(et 5+ g ) Vet + (T — v ) Vb + gl + st =

At 4h | 2R? 4h 2K 4hp 4hp
1P pb | Pin\ (Ve = 3Vely 4 2VaR | Val,
o\ 4h  2h ' 4h 2h? At
Val Ver  Val Van n+1 Vntt
tran /2 0 3/2 1/2 n+1 , Po Ty
me( o on T an ) o V0 T o, TV T

De manera similar se halla la ecuacién para la frontera derecha:
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n n n+1 n+1
1 M LV Yyt VI 12 LY Yyt pNtS/Q _ pN+—1/2 _
- 4h 2h2 N=3/2 " 4php 4hp

1 PN_3/2 PN L prji/—1/2) e (2‘/5’7% - 3V37Rf—1/2 + VxTJl\f—3/2>
o\ 4h  2n ' 4h 2h?
+Van (L LV Vay VO Vf@’?v“) AL
N=12\ At 4h 2h 4h 2h 2hp h?

Ecuacién de Compresibilidad Artificial

Siv=0:

n-+1 n+1 n+1 n n n n
Pig Vg, Vg, vl Vag, Val, Vap  Vagh

BAL 4h 4h  BAt 4h 4h 2h 2h

Sit=N—1:

+1 41 +1
PN_1/2 B VayT B Vs _ Phoap Vat! _Vag Vi _1 n VI _ s

BAt m 4h BAt 2h 2h 4h 4h
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La matriz de coeficientes resultante es:

w rypow uye 0 0
s t 0 t 0 0
0 o —W —@iv1i2 O Tive w Uiy1/2 Cee 0
0 55 0 -t s 0 0 S 0
0 - —W —(qn_1/2 —W TN-1/2
(0 ( —1 S —1
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Siendo:

1 Vi /o

P12 = E+ m

1 Va1

PN-1/2 = N
1 v
Dit1/2 = At + ]

Vg v
G = T o
CViEl, v
s = T g

Y el vector de incognitas

n+1
Dy/o

n+1
Uy /9

n+1
Pit1y2

n+1
i+1/2

n+1
Pn_1/2

n+1
UN_1/2
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3.1.3. Meétodo Castillo-Grone para Mallados Uniformes.
Método Explicito 2-2-2

Las aproximaciones (2.20) y (2.21) para la divergencia y el gradiente respectiva-
mente, se mantiene igual en los nodos internos, variando en los extremos. Asi que
las aproximaciones en la frontera de la ecuacion de Navier-Stokes es la siguiente,

solo diferenciando del valor del operador gradiente en las fronteras:

Sii=20
GRADyVz + GRAD\Vz
DiVai, + Vai( - 5 —) =
1 GRADyp+ GRADp GRADV 2zt — GRADV x
—;( 5 )+ v( . )

Sustituyendo las aproximaciones y simplificando:

N . . (—4/3)Vag + (3/2)Val,, — (1/6)Vay,, Vay,—Vay,
Vxl/zl = Val, + At (—V&:UQ ( - / 24 / 5T /
1 (_4/3)p8 + (3/2)]7711/2 - (1/6)p§/2 pg/z - p?/Q
—= +
p h 2h
. Vx§/2 — Vx?/z B (—4/3)Val + (3/2)V:E?/2 — (1/6)V:Eg/2
h? h2/2

Realizando operaciones matematicas y agrupacion de términos, se obtiene:
AaVval Vay 1 3 1 1
n+1l __ n 1/2 0 n o \2 n n
Vx1/2 = Vi, + At (—Bh + (ﬁ - ﬁ) (V{L’l/z) + (@ — ﬁ) Vi, Vi,
+4p8 i 1 3 "o 1 1 "ol 4vVah v n v Van
R S — - —_— — —_— E— l‘
3hp " \2hp  2hp ) P12 T \Ghp  2hp ) 32T BR2j2 T \R2 T R2) T2

14

V n
+ (ﬁ + W) Vag),)
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Sii=N—1:

n+1 _ n n n N
VxN—1/2 = Vfol/Z + At <(% - %> PN-1/2 T (% - %) PN-3/2 — 3_hp
AV, v 3v " v v . 3 1 i ,
+ 3h2/2 - <ﬁ + ﬁ) V«/L‘Nfl/Q + (@ - ﬁ) VSL’N73/2 + (ﬁ — %) (V'/L‘Nfl/Q)

1 1 " . AVl ,Vay
+ (% - @) Vay 1V TN 3/ — 35 )

La ecuacién de Compresibilidad Artificial se mantiene igual debido a que las
aproximaciones dependen solo del operador Divergencia y la aproximacion hacia

adelante de la derivada en tiempo.

3.1.4. Meétodo Castillo-Grone para Mallados Uniformes.
Método Implicito 2-2-2

Sii=0:
1 Vaf, 2 Vi, 2v 1 1
_ “\v n+1 22 \v n+1 = ontl - ontl
<At + 2h + h 1‘1/2 + 6h 3h J]3/2 + thpl/Q + 6hpp3/2
_ 1 (=8/3)p + (3)p7f/2 B (1/3)1)75/2 n Psj = Py . ng/z - Vw?/2
4h 4h 2h

B (=8/3)Vag + (3)Vay,, — (1/3)Vay, . Val, . 2pnt! N ApV it
2 At 3hp 30

(—8/3)Vay + (3)Val,, — (1/3)Val Val,, —Va? 2V ", Vapt!
—V:zc?m( 0 1/2 32 Ty 2 1/2V Lo

4h 4h 3h
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n+1

n n n—+1
1 Ve + v Vel VTN 4 2 Vet PNs) _ Pnoipe
N-1/2 6h 342 N-3/2 Ghp 2hp

_ 1 (pnN—l/Q - P%—3/2 n (8/3)py — (3)]971@—1/2 + (1/3)177;/—3/2

p 4h 4h
y ((8/3)V$% - (3)Van71/2 + (1/3)V$71§773/2 B Vanfl/Q - Vx?vfs/Q

2h? 2h?
n Vanfl/Z - V‘”X/fs/g (8/3)Val — (3)‘/‘”7\/71/2 + (1/3)Vx’]’\,73/2

4h 4h

_2V:L'7V_1/2Vx7\,+1 - ottt AVttt Vah_

3h 3hp 3h2 At

3.2. Solucion Numérica de las Ecuaciones de
Navier-Stokes y Compresibilidad Artificial
en 2D

3.2.1. Meétodo Operadores de Soporte para Mallados
Uniformes. Método Implicito 1-2-1

Siendo h, y h, el espaciado para cada dimensién de un mallado uniforme, h, = Az

y hy = Ay, con Az = ;41 — ; y Ay = y,4+1 — y; respectivamente.

Se evalia en los puntos medios y en el tiempo actual para la ecuacion (1.1):

OV iy e jirje + Vim0Vl m e T VUi e 200V T p 00 =

1 3 n n
_;azpz‘+1/2,j+1/2 + V(aizV$i+1/2,j+1/2 + azyv'ri—i-l/lj—i—l/Q)

Las aproximaciones en los puntos medios se puede calcular como el promedio de
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los nodos enteros (en X) del mallado, estos promedios se escriben a continuacién:

Jiv1j + fi;
Fistjogiiss = +1 J+1/22 Y2 O(h?)
Jij+1/2 + fic1j+1/2
fi—1/2,j+1/2 _ j+1/ 5 Jj+1/ + O(h2)
fivoj+1/2 + fiv1,j+1/2
firs/2+1/2 = 2,541/ 5 +Litl/ —{—O(h2)
Aplicando Crank-Nicolson:
n n 8zvm:‘fll/2 j+12 T a$v$?+1/2,j+1/2
8tV5Ei+1/2,j+1/2 + V$i+1/2,j+1/2 9
n+1 n n-+1 n
Vo ayvx¢:1/2,j+1/2 + ayvxi+1/2,j+1/2 1 817pi-:—1/2,j+1/2 + azpi+1/2,j+1/2
TV Yii1/2,511/2 5 -, 5
2 n+1 2 n 2 17..n+1 2 1/.n
. (awxv‘ri+l/2,j+l/2 + 8mmv‘ri+1/2,j+1/2 n ayyvxi+1/2,j+1/2 + ayyvxi+1/27j+1/2>
2 2

Se sustituyen los promedios:

9Vt +0, Vil . 8V

n n
i+1,5+1/2 i,j+1/2 xi+1,j+1/2+8zvgci,j+1/2
2 2

atvx?+1/2,j+1/2 + Vx?+1/2,j+1/2 B

i+1/2,5 it1/2,541 Til1/2,5
n 2 2 _
Vi1 /2,541)2 5 =

OVl s OVl 1 Oy Vi +0y Vi

n+1 n+1
OzPi 1 j1y2H 00 1 )0 i 0up? 1 j1y2H0uDl 1 )0
2 2

0 2

2 +1 2 n 2 +1 n
ey <8mvx?+1/2,j+1/2 + aav:a:Vﬂvzﬂrl/2,j+1/2 + ayyvx?+1/2,j+1/2 + agyvxi+l/2,j+1/2
2 2
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Despejando y aplicando las aproximaciones, tenemos:

+1 +1 +1 +1
Vaiiegeye = Vel . 1 Pitsiagiise ~ Pitijageie T Py ey
At p 4Ax

n+1 n+1 . n+1 o n+1 o n+1
pi—1/27j+1/2> y(vxi+3/2,j+1/2 Vailisme = Vel = Valipan

4Ax 2(Az)?
n+1 n+1 n+1 n+1
Vi sjvse = Vi v = VO = Vi m i1
2(Ay)?
11 11 41 41
Van Vil ivie = VEim e Y V8 p e = V8 2410
TV 25412 AN
n+1 n+1 n+1 n+1
Vi Vi sivse = Vi TV 05010 = VO p i1
TV Yii1/2,541/2 1Ay

1 (p?+3/2,j+1/2 - p?+1/2,j+1/2 + p?+1/2,j+1/2 - p?—1/2,j+1/2>

p 4Ax
Vaiismire = Vaiamie = Vaia e = VEios e
+v
2(Ax)?
Vx?+1/2,j+3/2 - V'T?+1/2,j+1/2 - V$?+1/2,j+1/2 - Vx?+1/2,j—1/2
_|_
2(Ay)?
Van Vx?+3/2,j+1/2 - V$?+1/2,j+1/2 + Vx?+1/2,j+1/2 - Vx?f1/2,j+1/2
—VTit1/2,541/2 INT
Vi Vx?+1/2,j+3/2 - Vx?+1/2,j+1/2 + V'T?+1/2,j+1/2 - V37?+1/2,j—1/2
“VYit1/2,5+1/2 ANy
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Al simplificar y agrupar términos semejantes, queda:

1 1% 1 1 1
n+1 n+1 n+1
(A_t + (Ax)? + (Ay)Q) Wil + —4prpi+3/2,j+1/2 - le—Axpi,l/gJH/Q
+ Vi __ v Vertl 4 Vi e v vt
4Ax 2(Ax)? +3/2,j+1/2 ANT 2(Ax)? i—1/2,j+1/2
N VUi v Vntl n Vyf+1/2,j+1/2 v Vgt
4Ay 2(Ay)? i+1/2,j+3/2 ANy 2(Ay)? 41/2,j-1/2
_ 1 (P?+3/2,j+1/2 — p?1/2,j+1/2) Yy (Vx?+3/2,j+1/2 —2Val p e T VT 05010
P 4Ax 2(Ax)?
+v Vx?+1/2’j+3/2 _ 2vxﬁl/?vﬂ“rl/? ™ vx?+1/27j—1/2 Var ‘ Vx?+3/2,j+1/2
2(Ay)? 125412\ T 4Ar
——Vxll/zjﬂ/z _Va Vi e s = Vi n Vim0
N Yit1/2,j+1/2 1Ay s
Para el desarrollo de la ecuacién (1.2), se tiene:
n+1 n
_1@ — _l(aypijl/ljﬂﬂ + aypi+1/2,j+1/2)
pdy  p 2
y
n+1 n+41
5 it O e T O 1y
vPiv1/2,5+1/2 = 5
8 Oy g1t Oyl
yPit1/2,5+1/2 = B
Se aplica la aproximacion del operador gradiente:
n+1 n+1
ot Piv1/2,5+3/2 — Piv1/2,j-1/2
yPiv1/2,5+1/2 1Ay
Opl s 1oty = Piayages2 ~ Pivieg-1y2
Yri+1/2,j+1/2 4Ay
Sustituyendo:
n+1 n+1 n n
_1@ _ _1 pi:1/27j+3/2 B pijl/lj—l/z n Piv1/2,5+3/2 — Pit1/2,5-1/2
p Oy p 1Ay 40y
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Finalmente la ecuacién (1.2) de Navier - Stokes se puede escribir como:

1 1% 14 1 1
n+1 n+1 n+1
(Kt + (A:L‘)Z + (Ay)Q) Vyi+1/2,j+1/2 + _4pAypi+1/2’j+3/2 - —4pAypi+1/2’j71/2

i VI?H/?JH/Z_ v vyl X Vx?+1/2,j+1/2_ v vyt
4Ax 2(Ax)? +3/2.5+1/2 4Ax

2(Az)? i—1/2,41/2
N Vyliae e v Vgt N Vyiiajaii)e o -
4Ay 2<Ay)2 yi+1/2,j+3/2 4Ay Q(Ay)Q yi+1/2,j71/2
__1 Pivijages/2 ~ Piv1/ag-1/2 Ly Vylismivye = 2V Ui agie T VU1 2541
p 1Ay 2(Az)?
VUiiyagraz — 2V ¥z ae T Va1 Van Vs e
" 20 ~Volapse " iay
Vyglfl/?,j+1/2 vVl Vy?+1/2,j+3/2 - Vy?+1/2,j71/2 Vy?+1/2,j+1/2
N AN = V¥it1/2,5+1/2 1Ay + N

Aplicando Crank-Nicolson a la ecuacién de compresibilidad artificial, se tiene:

n+1 n n+1 n
1 [ Piviyzge1/2 ~ Piv1j2,41/2 N Q0T g i1 g0+ OVT 4y 95010
I} At 2
n+1 n
n ayvyijl/zjﬂ/z + 8yvyi+1/2,j+1/2 _ 0
2

Sustituyendo por las correspondientes aproximaciones discretas, queda:

n
4 lirlgrl) UL 412

n+1 _ n+1 _ ypentl n
1 <pi+1/2,j+1/2 pi+1/2,j+1/2> VT 112 — Y012 VT

16} At 2Ax 2Ax
n+1 n+1 n n
n Uyz‘jl/?,j-&-l - in—:rl/Q,j VYiv1/2,541 — YWir1/2, _ 0
2Ay 2Ay

Al sustituirlos los promedios en la ecuacién tenemos que:

1 1 1
= pntl n+1 n+1 n+1
Bt 2541/ + AN CYi3/2,541/2 T g A g Crim1/2,+1/2 + 4Ayvyi+1/2,j+3/2
. 1 v n+1 o 1 n - 1 an + ]' ,an
1Ay Yiv1/25-1/2 = _ﬁAtPi+1/2,j+1/z AAg Tis/2t1/2 T A VTic1/2,541/2

1 n 1 n
—mv%ﬂ/mw/z + mvyi—i-l/Z,j—l/Q
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Condiciones de Frontera

1=20:
L Va0 3v v VY i 4
L , Vot JH1/2 n+1
<At T TuAr e T (agr) Ve T\ T A aaae ) Ve
n Vylsa a2 v Vgt _ Vi a2 n v Vgt n pg/ng/Q
4Ay 2(Ay)? 1/2.5+3/2 4Ay 2(Ay)? 1/2.5-1/2 dpAx
n+1 n n n n n
+p1/2,j+1/2 _ 1 (P3pj41/2 T PUy2ja1/2 ™ 2P0 4172 . Vg jviye = 3V g 5012
4pAx 0 4Ax 2(Ax)?
+2V376L,j+1/2 n Vx?/Q,j+3/2 - 2V'T711/2,j+1/2 + Vx?/2,j71/2 _Van V$§/2,j+1/2
2(Ax)? 2(Ay)? 1/23+1/2 4Nz
n Vaysgryz — 2V 00,102 Vo Vi~ Vaip i
4Ax — 22 4Ay
n n+1 n
Vat s i Vartl oYyt o Po,j+1/2 n Vat, i
2Ax 00412 0 (Ag)2 " T0IH2 T 9p Ay At
Jj =0
1 Vuliipie v v Vit v
= ) \% n+1 v ) _ n+1
(At T Taay T e Taage) e T\ T A Q(Ax)2) Vi
n n n+1
B VZUZ'+1/211/2 + v Vit + Vyi+1/2,1/2 B v Vot pz:3/2,1/2
4A\x 2(Ax)? i=1/2,1/2 4Ay 2(Ay)? +1/2,3/2 dpAx
n+1 n n n n n
_Piciypay2 _ 1 (Piyzyp/2 ~ Picay2a)2 Iy Viatispap = 2VE 1+ VT n)
dpAzx p 4Azx 2(Ax)?
+ Vadiese = 3Vapa 2VEl, 5, _Van Vatispipm =Vl
2(Ay>2 i+1/2,1/2 AAT
vy Vi pap TV e =2Vl n Vi o v Vgt
Yit1/2,1/2 1Ay + At + (Ay)2 Lit1/2,0

Vyliioa
7 , +1
+ ( 27y ) Vx?+1/2,0

70



1=N—-1

n n—+1 n+1
1 V&Y 10412 n 3v LY Vgl B pNt1/2,j+1/2 _ pNtB/Q,j+1/2
At 4Ax 2(Ax)?  (Ay)? N=1/2,+1/2 dpAx 4pAx
A DYV IV S A e L (V¥vpgan v N
ANz 2(Ax)? TN_3/2,j+1/2 4Ny 2(Ay)? TN-1/2,j+3/2
B Vy]T\Lffl/2,j+1/2 Vantl _ _1 QPRI,J‘H/Q - prliffl/Q,j+1/2 - pnN73/2,j+1/2
4Ay 2(Ay)? N-1/2.j-1/2 p 4Ax
B V:E;i/'—l/2,j+1/2 Vet 4 2V5C71i/,j+1/2 - 3V$Rf—1/2,j+1/2 + Vl'?zi/—3/2,j+1/2
2Ax N2 TV 2(Ax)?
N VN _1jajes2 = 2VER 1001y T VIR 1012
2(Ay)?
n+1
_2pNJ,rj+1/2 _yan 2V$R/,j+1/2 - V‘Z’R/—l/zjﬂ/z - Vx?/-3/2,j+1/2
4pAx TN-1/24+1/2 4Ax
n n n n+1
vy ' VxN—1/2,j+3/2 - va—l/Q,j—l/Q n VxN—l/Z,j—i—l/Q VVJ/‘NJ;‘+1/2
N—-1/2,j+1/2 4Ay At (A:L‘)2
j=M-1
n n+1 n—+1
1 Vyiii o -1 A 3v Vgnt! n pi:3/2,M—1/2 _ pi—+1/2,M—1/2
At 1Ay (Az)?  2(Ay)? HH1/2,M-1/2 dpAx dpAx
n Vi o vy v Vgt _ V&l o vy n v Vgt
4Ax 2(Ax)? Tita/2,M-1/2 ANT 2(Az)2 Li1/2,M~1/2
B v VYl n-1)2 Vgt _ 1 Pitsjon—1/2 ~ Picija.m—1/2
2(Ay)? 4Ay +1/2,M=3/2 p 4Nz
+V$?+1/2,M71/2 ey Vatspm—i2 = 2V pm_ip V810 m1
At 2(Ax)?
B VZ/?+1/2,M_1/2 Vgt n 2VI?+1/2,M - 3V$?+1/2,M—1/2 + VI?+1/2,M—3/2
v Vgt Van szn+3/2,M—1/2 - V$?71/2,M71/2
+ (Ay)2 Livio,m — YV Lig1/2,M—-1/2 INT
Var 2Vx?+1/2,M - V$?+1/2,M—1/2 - VI?+1/2,M—3/2
~VUYiv12,M-1/2 ANy

71



i+ Vatpie Vil n 3v n 3v Vgt
At 4Azx 4Ay 2(Ax)?  2(Ay)? /2172
(Ve v N (Yeap v N P2/
4A\x 2(Az)? 3/2,1/2 4Ay 2(Ay)? 123127 4pAx

n+1 n n n n n n
+191/2,1/2 _ 1 (p3/2,1/2 + P22 — 2p0,1/2> . (Vx3/2,1/2 - 3V$1/2,1/2 + 2‘/%,1/2

dpAx P 4Ax 2(Ax)?
Vx?/2,3/2 - 3‘/-/173111/2,1/2 + 2‘/33711/2,0 n Vx§/2,1/2 + Vx?/m/z - 2vxg,1/2
+ - Vx1/2,1/2

2(Ay)? 4Azx
_yyn Vx?/2,3/2 + V$7f/2,1/2 - 2‘/75711/2,0 " Vx’f/m/z V‘%Jll/Q,l/Q Vgt
yn1/2 4Ay At 20z T2
n+1 n
p071/2 v n+1 v n+1 Vy1/2’1/2 n+1
3pAz + (Ay)? V“&/go + —(Ax)QVIOvl/Q + —sz VI1/2,0
i=N-1j=M-1
1 V& 1012 _ VYN _1/0.m-1/2 v i 3v vyt
At 4Ax 4Ay 2(Ax)?2  2(Ay)? N=1/2,M=1/2
_ Vx?V—l/Z,M—l/Q n v Vgt B Vyzrf/—l/zM—lﬂ n v Vgt
IAT 2(Ax)? N-3/2,M—1/2 4Ny 2(Ay)? TN_1/2,M~3/2
n+1 n+1 n n n
_ Pnoijpm-12 Pn-zjpm-1/2 _ 1 20N m—1/2 — P—1/2,m—-1/2 — PN—3/2.M—1/2
4pAx 4pAx P 4Ax
Vx?f—l/Q,M—l/Q e 2V'TRT,M—1/2 - 3V$%—1/2,M—1/2 + nylif—3/2,M—1/2
At 2(Azx)?
n+1 n n n
n v Vgt _ PNa-1p2 n 2V$N—1/2,M - 3V$N—1/2,M—1/2 + VxN—l/Q,M—?)/Q
(Ay)>" N2 2pAr 2(Ay)?
_Van 2V$?V,M71/2 - Vl‘T]inl/Z,Mfl/Q - Van73/2,M71/2
N-1/2,M~1/2 AAT
vy 2V$71{7—1/2,M - V'TRI—I/&M—I/Q - VxR/—l/Q,M—3/2
N-1/2,M~1/2 1Ay
V$T]iffl/2 M-1/2 Vyy v
o ) Vxn+1 - *1/27M*1/2V n+1 V n+1
OA N,M—1/2 27y Tn_yom T (Az)? TNM-1/2

72



i=0j=M-—1

1 Vay, 3 w o Vyp
oy 1/2,M—1/2 i v I v 1/2,M—1/2 Vx’félM .
At 4Azx 2(Ax)?2  2(Ay)? 4Ay / /
Val,, ., Vyr o v
+ ML T ngle 12 — Y 1/2 Vx?le 3/2
4Ax 2(Ax)? / / 4Ay / /

n+1 n+1 n n n n
+pa/j; M-1/2 pl/E M-1/2 L (P31 + P12 — 2p0,M—1/2 e Vs 1o
4pAzx 4pAzx p 4Ax 2(Ax)?
B 3‘/5’7711/2,1\4!—1/2 + 2‘/3’78,1\4—1/2 n 2V9571L/2,M - 3V5C7f/2,M-1/2 + V:C?/Q,M—Z&/Q)

2(Ax)? 2(Ay)?

n+1

+Vx1f/2,M—1/2 n DPo,nr—1/2 Yo V‘rg/2,M—1/2 + Vx?/2,M—1/2 - 2V$6L,M—1/2
At 2pAx L/2.M-1/2 4Ax
n+1 n+1 n n n
. on—}\_/f 1/2 Vx1/+2 M\ ym 2Vt o v = Vi mie = Vs vsm
Ay (ayy ) e 18y
n qull/Q,M—l/2 Vgt B Vy1/2 M-1/2, ni1
N 0,M—1/2 97y Vi s m
i=N—1j=0
n n n+1
1 V&g 101 n VyN_1/21/2 v . 3v vyt Py 1/2,1/2
At 4Ax 4Ay 2(Ax)?2  2(Ay)? N-1/21/2 4pAx
n+1 n n
pN+ 3/21/2 VYN _1/21/2 v Vgt VT 112 n v Vgt
4pAx 4Ay 2(Ay)? N-1/23/2 4Ax 2(Ax)? N=3/2,1/2
_ 1 20172 = P—1/21/2 — PN_3/2,1/2 iy 2‘/377;/,1/2 - 3V1'7z</—1/2,1/2 + VxN—3/2,1/2
P 4A£B 2(A:L‘)2
n n n n 1
+VxN—1/2,3/2 - 3V:UN—1/2,1/2 + 2va—1/2,0 B VyN—1/2,1/2 Vgt p711v+1/2
2(Ay)? 2Ay N=1/20 " o)Az
_an 2‘/-7’31117,1/2 - Van—1/2,1/2 - Vx%_3/2’1/2
N-1/2,1/2 AL
_yyn (Vx;l\r—1/2,3/2vx?v—1/2,1/2 - 2V$7v-1/2,0)
N-1/2,1/2 1Ay

V$nN71/2,1/2 n v
At T (AP

v

(Az)?

V5’3nN71/2,1/2

2Ax

n+1 n+l n+1
va—1/2,0 + VIN,1/2 V‘TN,I/Q

Para la ecuacién 2 de Navier - Stokes las aprroximaciones son las siguientes:
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1 =0:

1 Vi 3v v Vs i1 v
i ) \% n+1. »J o 174 n+1‘
(At T TuAr 2(Ax)? * (Ay)2) " Tz i 4Ax 2(Ax)2 ) iy

Vy?/Q,j—l-l/Q v Vit B Vy?/zjﬂ/2 N » I
4Ay 2(Ay)2 y1/2,j+3/2 4Ay 2(Ay)2 yl/2,j—1/2

n+1 n+1 n n
+p1/g,j+3/2 . p1/+2,j—1/2 _ _1 P1s2,5+3/2 — P1/2,5-1/2
4pAy 4pAy P 4Ay
Vyg/Q,j+1/2 - 3V?/?/2,j+1/2 + QVyg,j—i-l/Z Vy?/z,j+3/2 - 2Vy?/2,j+1/2 + Vy?/2,j—1/2
+v +
2(Ax)? 2(Ay)?

Vy?/27j+1/2 V™ Vyg/2,j+1/2 + Vy?/?,j-i—l/Q - 2Vy3,j+1/2
+ At — V254172 IAL

v Vil iese = V¥lni-1/ Vs ntl YV oy
Vi 1By T\T2Ar ) e T (A s

j=0:
1 VYliipae v v Vi e v
. ’ V '(l+1 ’ _ V .TL+1
<At T Ay T Ta@ge) TVmeae T\ TaAr T 2(aaz) e
n n n+1
B in+1/2,1/2 n v vyt n Vyi+1/2,1/2 v vyt n Div1/2,3/2
4A\x 2(Ax)? i=1/2,1/2 4Ay 2(Ay)? i+1/2,3/2 4pAy
n+1 n n n n n
p¢:1/2,1/2 _ L Pigayaz) + 2072 = 2P 20 4y Vytiamie = 2V
4pAy P 4Ay 2(Ax)?
Vy?—1/2,1/2 VY132 — 3vyzn+l/2,1/2 + 2Vy?+1/2,0 Yo Vy?+3/2,1/2
2(Ax)? 2(Ay)? U2 4Ar
B VY1272 _yyn Vyiiiese T VUiieae = 2V 0 n v Pyl
4Ax +1/2,1/2 1Ay (Ay)? " V120
n n+1 n
Vyi+1/2,1/2 Vot pi—|-+1/2,0 n Vyi+1/2,1/2
2Ay Yir1/20 2pAy At
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1=N—1:

1 Vat ..
1 VIN_p v LY vyt
At 4Ax 2(Az)?  (Ay)? /25+1/

B V‘rLJ]i[_l/Q’j_}_l/Q n 14 Vot . Vy}i[_l/zj_;_l/g B v Vit
40z 2(Ax)2 ) INd2i2 47y 2(Ay)2 ) " IN-1/24372
n n+41 n+1
B VyN—1/2,j+1/2 n v il pN+—1/2,j+3/2 _ pN+—1/2,j—1/2 B
4Ay 2(Ay)?

VyN—l/2,j—1/2 + 4pAy ANy

n+1 n+1 n n n
1 pNtl/Z,jJrS/Q - pNtl/Z,jfl/2 e VYR 12 = 3VUN—124172 T VYUN_3/2,5412
p 4Ay 2(Az)?

n Vy?/—l/Z,j—',—3/2 - 2Vy%—1/2,j+1/2 + VyJT{f—l/2,j—1/2 B Vx?/—l/zjﬂ/z nal
2(Ay)? 2Ax N.j+1/2

+1 n n n
_p;tf,j—i-l/2 _van ) / (QVyN,j+1/2 - VyN—l/2,j+1/2 - VyN—3/2,j+1/2>
oA N-1/2,j4+1/2

2pAy 4Ax

n VYNt = VN1 VUN_1/2,5+1/2 VV?/XIJF'{H/z
—VYn_1/2,541/2 ( . K ) + > + o

4Ay At (Az)?

j=M—1
n n+1 n-+1
1 VYl om-1/2 . v n v Vot _ pi:l/Z,M71/2 B pij1/2,M73/2
At 4Ay (Az)?  2(Ay)? Jit1/2.M-1/2 4pAy 4pAy

+(VI?+1/2,M—1/2 v ) nal (V‘T?+1/2,M—1/2 v ) il

4Ax - 2(Ax)? Yirasz,m-1/2 ~ ANT + 2(Ax)? Yiz12,m-1/2

B v N Vy?+1/2,M71/2 il _ 1 20810 — Pivijam—1/2 — Piv1j2,m—3)2
2(Ay)? 4Ay Yit1/2,m-3/2 p 4Ay
+V3/?+1/2,M—1/2 e Vy?+3/2,M—1/2 - 2Vy?+1/2,M—1/2 + Vyzn—l/Q,M—lﬂ
At 2(Ax)?
n 2Vt = 3V on—12 T VYo m—s)e B VYl om—12 il
2(Ay)? 2Ay +1/2,M
n+1 n n
v n Div1/2,m n Vyi—|—3/2,M—1/2 - Vyi—l/Q,M—l/Q
+ sV ey / — V&0 -1y (

(Ay) i1z 2Ay 4Ax

n 2Vt = Visiom—12 = Vi m-3)
_Vyi+1/2,M71/2 ANy

5



L W VWi o 3v 3 N
At 4Az 1Ay 2Ax)2 T 2(Ay)2) Nz
n+1
(Ve v N (Ve v N P22
4Azx 2(Az)? Y3/2,1/2 4Ay 2(Ay)? Y1/23/2 4pAy
n+1 n n n n n n
+p1/+2,1/2 _ L (Pipage + P12y 2p1/2,0 I V?Jg/Q,l/z - 3V?Jl/2,1/2 + 2Vy0,1/2
4pAy p 4Ay 2(Ax)?
Vyf/2’3/2 - 3Vy?/2,1/2 + 2Vy’f/2,0 n Vy§/2,1/2 + Vy?f/2,1/2 - 2Vy871/2
* 2(Ay)? A 1Az
Vo Vy?/2,3/2 + Vy?/2,1/2 - 2Vy’f/270 V?J?/z,l/z Vlﬂf/zg/z Vot
—VY1/2,1/2 1Ay + At oAy Doy
n+1 n
Pi/2,0 v v Vy1/2 1/2
) V n+1 V n+1 ) v n+1
+2pAy + (Ay)? Yijo0 T (Ax)? Yoa2 T 27y Y1/2,0
i=N-1j=M-1
1 V&Y 1012 _ VYN_1/2.m-1/2 n v n 3v Vit
At 1Az 1Ay 2(Az)2 T 2(Ay)2 ) IN-zaey
Vx?V—l/Z,M—l/Q v Vit Vyzn\f—l/Q,M—1/2 v Vot
a 4Ax + 2(Ax)? Yn-3/2,M-1/2 1Ay + 2(Ay)? Yn—1/2,m-3/2
n+1 n+1 n n 7
_pNtl/Z,M71/2 B pNtl/Z,Mf?)/Q _ 1 20N 12 — PN—1j2,M—1/2 ~ PN_1/2,M—3/2
4pAx 4pAy P 4Ay
n 2V3/7\7,M—1/2 - 3Vy17{f—1/2,M—1/2 + Vy?/—3/2,M—1/2 n vaﬁ/—l/Z,M - 3vy}l\f—1/2,M—1/2
2(Ax)? 2(Ay)?
Vyzyiffl/z,Mf:s/z Van 2Vy]7{7,M71/2 - Vyxf—l/szl/Q - VyJT\L/fs/z,Mfl/z
2(Ay)? — VIN_1/2,M—-1/2 Ar
_Van 2V3/Rf—1/2,M - Vy?/—l/Z,M—lﬂ - Vy}lV—l/2,M—3/2 n Vy%—1/2,M—1/2
YN-1/2,M—-1/2 ANy At
VR Vyr
Vo oan N-1/2,M=1/2 1, i1 N-1/2M=1/2 1, i1
+ (Az)2 VyN,M—1/2 - INT VyN,M—l/Q - 27y VyN—l/Q,M
U pn—i-l
n —1/2,M
+ Yyt _ N1M
(Ay)2" “NTVRM2pAy
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i=0j=M-—1

1 VI?/z,M—1/2+ v n 3v _Vy?/Q,M_l/z -
At 4Ax 2(Az)2 " 2(Ay)? 4Ny Yij2.m-1/2

+ Vx?/2,M—1/2 B v V n+1 Vy?/2,M—1/2 i 14 Vv n+1
4Ax 2(Ax)? Ysjom—-1/2 ~ 4Ay 2(Ay)? Yij2,m-3/2

n+1 n+1

Prpm-12 Pipm-zge _ 1 207 jo s = Plyapi—12 = Pjanv—s)2
4pAy 4pAy p 4Ay
e Vyg/2,M71/2 - 3V=7J711/2,M71/2 + 2Vyg,M71/2
2(Azx)?
n 2Vy?/2,M - 3Vy?/2,M—1/2 n Vy?/z M- 3/2)
2(Ay)? 2(Ay)?
Vy?/2,M71/2 Van V?/:T),L/z,Mfl/z + Vy?/2,M71/2 2Vyo n— 1/2
+—At — VT mM-1/2 INT
vy (va?/Q,M - V?/?/z,M—uz Vy1/2 M- 3/2)
1/2,M—1/2 47y
n n 1 1 1
Vi, -1y Vot _ VYo v—1/2 1 p?/Jrz M Vy(ﬁ/[—l/z ?/Jg M
2Az Yo.m-1/2 2Ay Yija.m — 2pAy (Az)?
i=N—-1j=0
1 VI 1010 n VYN_1/2.1/2 v i v vyt
At 4Ax 4Ay 2(Az)?  2(Ay)? N-1/2.1/2

N V?/X/71/2,1/2 B v Vgt B Van71/2,1/2 N v Vgt
4Ay 2(Ay)? TN-1/23/2 AAT 2(Ax)? TN—3/2,1/2

n+1 n+1 n n n
Pn-1j21/2 | Pn-1j232 1 (pN—1/2,3/2 tPN_1/2,172 — 2pN—1/2,0)

" 4pAy " Ay p 1Ay
n n+1 n n n
_ VyN71/2,1/2V il n JUNJr Y20 2VxN,l/2 - 3VQUN71/2,1/2 + VJ“N73/2,1/2
2Ay EN-1/20 2pAy 2(Ax)?
n VxN—1/2,3/2 3V$N—1/2,1/2 + 2V$71i7—1/2,0 n Vxxf—l/2,1/2v il
2(Ay)? 2Ax N2
v Vgt Vah 2V$7]§/,1/2 - Van71/2,1/2 - V"E%f3/2,1/2
- (Ax)? T2~ VIN-1/2,1/2 AL
VaR Va? —2Vah Va?
vy N-1/23/2V TN-1/2,1/2 N-v20) | VEN-vzyz Vit
N-1/2,1/2 1Ay At (Ay)2’ “N-1/20
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Condiciones de Frontera
Para la 1 Ecuacién se tiene:

1 =0:

1 Vfll/?,jﬂ/?_i_ 2v X v Vet n V$?/2,j+1/2_ 2v vt
At 2Ax (Az)?  (Ay)? 1/23+1/2 6Ax 3(Ax)? 3/2,j+1/2

N Vy?/2,j+1/2 B v Vgl B Vy{‘/Q’jJrl/2 B U -
4Ay 2(Ay)? 1/2,j+3/2 1Ay 2(Ay)? 1/2,j-1/2
Pifaseie | Pifrine _ 1 <_(8/3)p87j+1/2 200 m2 (2/3)P§/2,j+1/2>

2pAx 6pAxr  p 4Ax

ny (8/3)vxg,j+1/2 - 4Vv$71l/2,j+1/2 + (4/3)V$§/2,j+1/2
2(Ax)?

n n n n+1
Vx1/2,j+3/2 - 2V$1/2,j+1/2 + Vx1/2,j71/2 4dv el 2poj+1/2
+ 3

2(Ay)? Ax)QV%’jH/Q i 3pAzx

n —(8/3)V$g,j+1/2 + 2Vx?/z,j+1/2 + (2/3)V$g/2,j+1/2
_V$1/2,j+1/2 ANT

n n n n+1
V" Valjrae = Vi Vs i Van 2V 1
—VYi/2,5+1/2 ANy At + $1/2,j+1/2W
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j =0

1 Vil v 2v Vi1 v
- 7 s 174 n+1 ? o Vv n+1
(At TToAy T aer Tage) Ve T\ TuAr T o(an)e ) Vi
n+1
B V$z+1/2 1/2 I v vt + Vy?+1/2,1/2 - 2v Vot Diys/2,1/2
1Az 2(Ax)? =1/21/2 6AY 3(Ay)? Tir1/23/2 4pAx
P 1 (Pl P (ViR = Vs VO s
dpAx p 4Az 2(Ax)?
n (8/3)Vx?+1/270 =4Vl gy T (4/3)VI?+1/2,3/2 n Vi pa
2(Ay)? At
—Vy” —(8/3)‘/1‘?_,_1/270 + 2szr'L-H/2,1/2 + (2/3)VI?+1/2,3/2
i+1/2,1/2 1Ay
Val -Vl 2Vyr 4
VvVl a1/ +3/2,1/2 1/2,1/2 + +1/2,1/2V n+1 i v Vgt
i+1/2,1/ AAT 3Ay Lit1/2,0 3(Ay)? i+1/2,0
1=N-—1
1 V&g 10412 N 2v LY Vgt Vay_ VIN-1/2,+1/2
At 2Ax (Az)2  (Ay)? N-1/2+1/2 6Ax
2v Vsz\Lr—l/z +1/2 v Vyh- C IN-1/2,j+1/2
V n+1 5] o V n+1 J
+ 3(Ax)2) TN_g/9 4172 T < ANy 2(Ay)? TN-1/2,j+3/2 ~ A0y
n+1 n
n v Ventl _ pN+—1/2,j+1/2 _ pN+—3/2,j+1/2 _ 1 (8/3) pN]+1/2
2(Ay)? N=1/2,j-1/2 2pAx 6pAx )
_ 2p%—1/2,j+1/2 B (2/3)pnN—3/2,j+1/2 iy <8/3)Vx%,j+1/2 AV 1/2,5+1/2
1Az 4Azx 2(Ax)?
n (4/3>V’1’J]i773/2,j+1/2 n Vx%71/2,j+3/2 - 2V$T]i771/2,j+1/2 + ny]i/fl/2,jfl/2 n Vm?\ffl/Z,j#l/Q
2(Ax)? 2(Ay)? At
IR Yo ' (8/3)V$?V,j+1/2 - 2V$T]i771/2,j+1/2 - (2/3)‘/95?\/73/2,#1/2
N—1/2,j+1/2 AL
Vi Vx%—l/Q,j+3/2 - Vxxf—1/2,j—1/2 2V377v_1/2,j+1/2v il
—VYN-1/2+1/2 ANy - 3AT TN, j+1/2
n+1 n+1
_2pN—f—j+1/2 4’/va J+1/2
3pAz 3(Ax)?
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i_vyzﬂ+1/2,M71/2+ 2v N v Vgt N Vi o vy
At 2Ay (Ay)?2  (Ax)? “+1/2,M-1/2 4Ax

Va?
Vv n+1 _ i+1/2,M—1/2 v n+1
Q(ALL‘)Q) Vailsmm-1 ( AN + 2(A:v)2> Vs vm-1y2
n+1

n n+1
B Vyi+1/2,M—1/2+ 2v Vgt pi:3/2,M—1/2 Piijpm-12
6Ay 3(Ay)?

i+1/2,M—3/2 1 ApAz ApAzx
_1 p?+3/27M_1/2 - p?_l/Q,M_1/2 . Vx?+3/2,M—1/2 - 2V$?+1/2,M—1/2 + V$?—1/2,M—1/2

p 4A\x 2(Ax)?
(S/B)Vx?+1/2,M - 4V:C?+1/2,M—1/2 + (4/3)Vx?+1/2,M—3/2 B 2Vy?+1/2,M—1/2

2(Ay)?
1 n n
4VVI?—:_1/2,M Van Vs, v—12 = Vi pm_1)e
_W — VTit12,M-1/2 AT

VP B/IV a1 jon = 2V o1y — 23Vl o ar_ss Valem-1y2
—V¥it12,Mm-1/2 1Ay * At

+ Vantl

3Ay i+1/2,M

i=0;7=0

(1 . Vatpie VY 2v 2v )Vajnﬂ (Vx?/2,1/2

ArT oA T 2Ar AR T aye) e oA

n n+1 n+1
2v VYo 2v ) p1/+2,1/2 p3/+2,1/2

- W n+1 . 1% n+1 _
S(Am)Q) Tyfaaye + 6Az 3(Ay)? Tij2a2 T 2pAx i 6pAx

1 —(8/3)]9371/2 + 207012 + (2/3)]?731/271/2 e (8/3)‘/953,1/2 - 4‘/35711/2,1/2 + (4/3)‘/55?/2,1/2
p 4Ax 2(Ax)?
(8/3)‘/1'?/2,0 - 4‘/37711/2,1/2 + (4/3)‘/33711/2,3/2 n 2‘/95'71L/2,1/2 2‘/911/2,1/2
2(Ay)?
2JUSL,J{/12 4vag,J{}Q oy _(8/3>V378,1/2 + 2V g0 + (2/3)‘/5’7?/2,1/2
3pAx 3(Az)? 1/2,1/2 4Ax

wvall, LA Vo e i VRVl G A VEX TR WG VER Y
3(ayr T — A

+ Vantl

3Ax 0,1/2 3AL 1/2,0

_I_
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i=N—-1;7=M—1

1 VN a1 _ VYN _1ja00-1/2 2v n 2v Vgt
At 2Ax 2Ay (Az)? " (Ay)? N—1/2,M~1/2
. ‘/Z.R/v_l/zjw_l/2 + 21/ Vl,’n—Fl - Vy}lV—l/Q,M—l/Q + 21/ Vl‘n+1
6Ax 3(Ar)? N-3/2,M~-1/2 6Ay 3(Ay)? N—1/2,M-3/2
n+1 n n n {0
_pNJr—l/Q,M—l/Q B pNt13/2,M—1/2 _ 1 (8/3)pN,M_1/2 = 2081 jom—12 — (2/3)pN—3/2,M—1/2
2pAx 6pAx p 4Ax
4y (8/3>V‘TTK{,M—1/2 - 4V‘7:7]1V—1/2,M—1/2 + (4/3)Vx7]if—3/2,M—1/2 (8/3>Vx%—1/2,M
2(Az)? 2(Ay)?
_ 4vx7]1\f—1/2,M—1/2 + (4/3>er]<f—1/2,M—3/2
2(Ay)?
van (8/3)‘/%%,1\/1—1/2 - 2V$7]t/—1/2,M—1/2 - (2/3)vx?V—3/2,M—1/2
N—1/2,M—1/2 N
vy (8/3)Vx?v—1/2,M =2V o n-1y2 (2/3)V$?v_1/2,M—3/2
N—1/2,M—1/2 1Ay
+ 4]/ V n+1 4V V n+1 Van*l/Z,M*l/Q
3(Az)2 Tnar—172 + W TN_ijom T AL
B VIR 12 0-1)2 Vgt _ 2VYN_1j2,m-1/2 Vgt 2 an
3A N,M—1/2 37y N—1/2.M SprpN,M—lp
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i=0j=M-—1

1 Vat - Vyl o 2 2
— 4 1/2,M-1/2 1/2,M—1/2 n v n v Vx?/glM—lﬂ
At 2Ax 2Ay (Az)?2  (Ay)? )
V:C?/Q,M—l/Q B 2v Vgt B Vy?/Q,M_l/Q 2v Vgt
* 6Ax 3(Az)? T3/2,M-1/2 6Ay + 3(Ay)? L1/2,M—3/2

2pAx 6pAx ; 4Ax
. ((8/3)‘/3:8,1\4—1/2 - 4‘/x711/2,M—1/2 + (4/3)‘/37?/271\/1—1/2 n (8/3)V37711/2,M

+p?/+2%M—1/2 ng/J;M—l/Q _ 1 (‘(8/3)178,1\/1—1/2 + 2p7f/2,M—1/2 + (2/3)1’?/2,1\/1—1/2)

2(Ax)? 2(Ay)?
_ 4Vx?11/2,M—1/2 + (4/3)V$?/2,M—3/2 n 4VV$6LE_1/2 4VV‘T;L7_2{M
2(Ay)? 3(Ax)? 3(Ay)?
_yan _(8/3)‘/333,1\/1—1/2 + 2Vx?1"b/2,M—1/2 + (2/3)ng/2,M—1/2
1/2,M~1/2 AAT
Van (8/3)Vx7f/2,M =2Vt 12— (2/3)Vx7f/2,M—3/2
Y1/2,M—-1/2 ANy
sy BV Tpareye e VY a2
At 3AL Lo, M—-1/2 Ty Ly2.m Sprpo,M—1/2

i=N—-1;j=0

1 Van Vyy 2 2
1 N-1/2,1/2 n YN-1/2,1/2 v n v Vantll s
At 2Ax 2Ay (Ax)2  (Ay)? 2.1/
. Vx}z\/—l/2,1/2 2v e n+l i Vy%_1/2,1/2 B 2v v ntl
6Ax * 3(Az)? TN-3/2,1/2 6Ay 3(Ay)? TN-1/2:3/2
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2pAx 6pAx  p 4Ax

22971%1/2 3y ((8/3)‘/35%,1/2 - 4V5Uan1/2,1/2 + (4/3>Vx7v73/2,1/2

_pnNt11/2,1/2 B pnNt13/2,1/2 1 ((8/3)]77]1\,,1/2 — 2PN 1212 — (2/3)]9’&,3/2’1/2)

" 3pAx 2(Ax)?

(8/3)‘/-73?/71/2,0 - 4V377Ji171/2,1/2 + (4/3)‘/55%71/2,3/2 n 4v
2(Ay)? 3(Ay)

n (8/3)‘/33%,1/2 - 2Van—1/2,1/2 - (2/3)‘/957\7—3/2,1/2
_VxN—1/2,1/2 IAT

n _(8/3)‘/3771{7—1/2,0 + 2V$7]i/—1/2,1/2 + (2/3)‘/35?/—1/2,3/2
—VyN—1/2,1/2 4Ay

VIRf—l/z,l/z B 2‘/957]({—1/2,1/2
At 3Ax

n+1
3V IN /2,0

+

2Vy17<,_1/271/2v n+1 dv Vot

n+1
VwNJﬁ/z + 37y Tn_y90 T 3(Ax)? N,1/2

Para la 2 ecuacién se tiene:

1= 0:

L V&g 2v v 1 Vi s 2v 1
(A_t + IAT T (Az)2 - (Ay)? VYijagiye + 6Az  3(Az)? V33,5412
Vil v Vylsa i1 v " p711+21 +3/2
+( 12,541/2 ) — ( /2,+1/ )2) Pyt /2,5+3/

4Ay 2(Ay)? Yijairarz = Ay 2Ny 1/2j-1/2 T 4pAy

_p?/JrZ%j—lﬂ _ ! Plragesrz — Plrzg—1/2 + B/3)WVYg 12 = AV Yi)2 j11)2
4pAy p 4Ay 2(Ax)?

(4/3)Vy§/2,j+1/2 N Vy?/2,j+3/2 - QVQ?/2,j+1/2 + Vy?/lj—l/? 4_’/1/ n+l
INE 2(Ay)? 3(Ax)? Yo,j+1/2

n _(S/B)Vyg,j—i-lﬂ + 2Vy?/2,j+1/2 + (2/3)Vy:?/2,j+1/2
_V$1/2,j+1/2 AT

n n n n+1
Van Vg = Vi¥ipge | V¥ipame . 2VY5 i1/
—VYiy2,541/2 1Ay L Ve L VRS o iy
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j =0

1 Ve v 2v VT v
— vl vyt e Vyrtl
(At TToAy T T aye) e T\ TaAr T a(An)z ) Vi
_ Vi + v Vot n Vyliio1 2 Vot p?:11/2,1/2
AN 2(Az)? Yi—1/21/2 67y 3(Ay)? Yiv1/2,3/2 20Ay

+p?111/2,3/2 _ 1 —(8/3)p?+1/270 + 20 19100 T (2/3)]9?“/2,3/2
6pAy p 4Ay

ny (Vy?+3/2,1/2 - 2Vy?+1/2,1/2 + Vy?—1/2,1/2 n (8/3)Vyf+1/270 - 4Vyzn+1/2,1/2

2(Ax)? 2(Ay)?
(4/3)Vyf+1/273/2 2Vyiiaea)e N 4v vyl VY1212
2(Ay)? 3Ay 20T 3(Ay)2 " TiH1/20 At
p?ff/g,o Vi —(8/3)Vyf+1/270 + 2V aaye T (2/3)Vy?+1/2,3/2
—3pAy — VU¥it1/2,1/2 A7y
n Vy?+3/2,1/2 - Vy?71/2,1/2
_sz'+1/2,1/2 AT
1=N-—1:
1 |V 2 Vat ..
L Vi XAV v n v vyt N—1/2,j+1/2
At 2Ax (Az)2  (Ay)? /23+1/ 6Ax
P R L (V¥hvpgae v N (V¥R 1)
3(Az)? YN-3/2,j+1/2 40y 2(Ay)? YN-1/2,j+3/2 ANy
n v Vot n pN+—1/2,j+3/2 B pN+—1/2,j—1/2 _ 1 (PNoay2443/2
2(Ay)2) "INz 4pAy 4pAy p 40y
B panl/Z,jfl/Z + v (8/3)‘/917{7,]'“/2 - 4Vy17if71/2,j+1/2 + (4/3)Vy%73/2,j+1/2
4Ay 2(Az)?
n V125432 = 2VYUN_1/25412 T VURN1)25-1)2 n VYR _1/2,j41/2 + 41/Vyﬁrjl+1/2
2(Ay)? At 3(Ax)?
Van (8/3)Vy]7<//,j+1/2 = 2VYN 10412 — (2/3)‘/3/%—3/2,341/2
—VIN_1/2,j+1/2 AT
n n n n+1
Ly ‘ V?JN—l/Q,j+3/2 - VyN—l/Q,j—l/Z B 2va—1/2,j+1/2 vyl szJ,er/z
N-1/2,j+1/2 4Ay 3Ax N,j+1/2 3pAy
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J=M—1:

1 Vyiliipmye 2v v ntl
( HVERRTIE A

At 2Ay (Ay (Az i+1/2,M—1/2
n Vx?+l/2,M—1/2 v Vgt _ Vx?+1/2,M—1/2 n v vyt
4Ax 2(Ax)? Yits/2.n-1/2 AN 2(Az)?2 Yi1/2,m-1/2
B VYt jpm—1y2 n 2v Yyl _ p?j11/2,M71/2 _ p?:ll/Z,M73/2 _
6Ay 3(Ay)?) TR 2pAy 6pAy
1 (8/3)p?+1/2,M = 208012 — (2/3)p?—|—1/2,M—3/2 n Vy?+1/2,M—1/2
p 4Ay At
_ 2Vy?+1/2,M—1/2 Vit 4 Vy?+3/2,M—1/2 - 2vyin+1/2,M—1/2 + Vyzn—l/ZM—l/Q
3Ay Yitr/2,m 2(Ax)?
n (8/3)V?J?+1/2,M —4VYL o vy T (4/3)V?J?+1/2,M—3/2
2(Ay)?
n+1 n n
4’jvy¢:1/2,M Van Vylispm—12 = V¥iii2m—1)2
—W —VTit1/2,M-1/2 AT
n (8/3)Vy?+1/2,M =2Vl oo — (2/3)Vy?+1/2,M—3/2
_Vyi+1/2,M—1/2 ANy

i=0;j=0:

L+V$?/2,1/2+V?J?11/271/2+ 2v n 2v vyt oy Vx?’/Q’l/Q_ 2v Vit
At 2Ax 2Ax (Az)2  (Ay)? 1/2,1/2 6AT 3(Az)2 3/2,1/2

L VYo v Virtl 4 p?/J;l/Z p?/Jr;?)/z _ 1 —(8/3)]9’11/2’0
6Ax 3(Ay)? Y1/23/2 2pAy 6pAy p 4Ay

n 207 01/2 + (2/3)17711/2,3/2) e ((8/3)‘/3431/2 - 4Vy?/2,1/2 + (4/3)‘/9:?/2,1/2

4Ay 2(Ax)?
n (8/3)Vy{‘/270 - 4‘/3/?/2,1/2 + (4/3)‘/3/?/2,3/2 n 2Vﬂ"7f/2,1/2v L 2‘/9?/2,1/2‘/ il
2(Ay)? 3Az 0127 T3Ag e
2p?/+2%0 4Vvyg,J1r/12 R —(8/3)Vy&1/2 +2Vyl)a1s0 + (2/3)‘/?/:?/2,1/2
3pAy 3(Az)? 1/2,1/2 4Azx
4’/‘/97172,10 v _(8/3)‘/3/?/2,0 +2Vylnaye + (2/3)‘/3/?/2,3/2 n VYl
3(Ayz Yz 1Az At
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1=N—-1,7=M—1:

1 Vai iom- VYR _1/2.m- 2 2
4 N-1/2,M-1/2 N—1/2,M—1/2 i v I v Vyﬁrtll/g M1
At 2Ax 2Ay (Az)?2  (Ay)? ’
_ VIR _1jom-172 2v vyt B VYR _1jom—1/2 2v vyt
6Ax + 3(A:B)2 yN—3/2,M—1/2 6Ay + 3(Ay)2 yN—l/Q,M—3/2
_pnNJr—ll/2,M—1/2 B pnNtll/Q,M—3/2 _ 1 (8/3)p7\f—1/2,M = 2PN _1j2,M-12 — (2/3)p7]1\f—1/2,M—3/2
2pAy 6pAy p 4Ay
- (8/3)Vy]7;bf,M—1/2 - 4Vny—1/2,M—1/2 + (4/3)Vyzn\/—3/2,M—1/2
2(Ax)?
n (8/3>V?JRI—1/2,M - 4Vy]7:f—1/2,M—1/2 + (4/3)‘/3/;\0[—1/2,M—3/2
2(Ay)?
yan (8/3)V?/7137,M—1/2 - 2Vy]n\/—1/2,M—1/2 - (2/3)‘/9;\01—3/2,M—1/2
N—1/2,M—1/2 INT
Van (8/3)‘/@%_1/2,1\/1 = 2VYN_ 1212 (2/3>Vy17<f—1/2,M—3/2
YN—1/2,M-1/2 1Ay
2VIN 1jpm-1/2 i 2VYN o M-12 s 2 n
- 3A VyN,M—1/2 - 37y VyN—1/2,M - 3pAypN—1/2,M
dv gl 4v il VYN _1/2.0-1/2
+WV?JN,M—1/2 + —S(Ay)g V@/N_1/2,M + At
1=0j=M—1:
S n Vi, -1 _ VYo v-1/2 n 2v n 2v Vot
At 2Ax 2By (Dx) " (Ag)E) e

V$?/2,M_1/2 2v V! Vy?/Q7M_1/2 2v Vgt
* 6Az - 3(Az)? Ysja,m-1/2 6Ay T 3(Ay)? Yi/2,m-3/2

_pyll?;M—lﬂ p?EM—s/z 1 ((8/3)p?/2,M =20 12 — (2/3)19?/2,M—3/2>

2pAy B 6pAy p 4Ay
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. ((8/3)‘/?43,1\41/2 - 4Vy?/2,M71/2 + (4/3)‘/9?/2,1\471/2

2(Ax)?
n (8/3)‘/9?/2,1\4 - 4Vy?/2,M71/2 + (4/3>Vy?/2,M73/2
2(Ay)?
v _(8/3)V98,M71/2 +2VY o no1ye T (2/3>Vyg/2,M71/2
1/2,M~1/2 AT
van (8/3)Vy?/2,M - 2Vy?/2,M—1/2 - (2/3)Vy?/2,M—3/2
Y1/2,M-1/2 4Ny
VYl -1/ 2VI711/2,M—1/2V ntl VY ppmi-1j2, nin n 2
Al + 3AL Yom—172 — 37y Y1j2,m 3,0Ayp1/2fM
41/Vygj41_1/2 4VVy?/J;,1M
3(Ax)? 3(Ay)?
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1t=N—-1,7=0:

1 V& 1012 . VYN _1/21/2 2v n 2v et
At 2Ax 2Ay (Az)?  (Ay)? N=1/2,1/2
B VIR 1210 2v Vil VYN _1/21/2 2w Vit
6AL 3(Ar) Yn—3/21/2 T 6Ay 3(Ay)? YN_1/2,3/2
+p71<ft11/2,1/2 pnNt11/2,3/2 _ 1 _(8/3>p7v—1/2,o + 208 12,10 T (2/3)17?/—1/2,3/2
2pAy 6pAy p 4Ay
y (8/3>V3/Xf,1/2 - 4‘/%@—1/2,1/2 + (4/3)‘/91@—3/2,1/2
2(Ax)?
. (8/3)Vy]"\,_1/270 - 4‘/3/17:/—1/2,1/2 + (4/3)V3J]T\Lf—1/2,3/2
2(Ay)?
_an (8/3)‘/?/17(7,1/2 = 2VYR_1j2y2 — (Q/S)V?J]T\L/—smgﬂ
N-1/2,1/2 AL
Van _(S/S)V?JJT\LI—UQ,O +2VYR 120 T (2/3)Vy]’i,_1/273/2
YN—1/2,1/2 ANy

VUN_121/2 _ VY 1910 4v

Py 2VYN_1/2.1/2

n+1 n+1
At SAI‘ N,1/2 + 3Ay vyN—l/Q,O + S(AZL‘)vaN’I/Q
n-+1
203 1) dv 1

- %
3oAy | B(Ay) N0

Ecuacién de Compresibilidad Artificial

1 1 1 1
n+1 n+1 n+1 n+1
ﬁAtpi+1/2,j+1/2 + AN CYiH3/2,541/2 T g A g CLim1/2,+1/2 + 4Ayvyi+1/2,j+3/2
—L'U n+1 — L 7 — van + L/an
4Ny Yiv1/2,j-1/2 = ﬁAtpi+l/2,j+l/2 AAg Tis/2 12 T A VTic1/2,541/2
1

n 1 n
—mv%ﬂ/zjw/z + mvyi—Fl/Q,j—l/Q

Aproximaciones en la Frontera
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n41 n+1 n+1 n+1 n+1
p1/+2,j+1/2 Ux37_2,j+1/2 Ux1/+2,j+1/2 Uy1/§,j+3/2 vyl/—;,j—i—l/Q
BAL 4Ax 4Ax 4Ay 4Ay
n n+1 n n+1 n n
_Uyl/z,j-i-l/z B Uy1/z,j—1/2 _ P12,5+1/2 Uxo,;‘rﬂ/z Y3112 YP1y25412
4Ay 4Ay BAt 2Ax 4Ax 4Ax
+”m8,j+1/2 B VY1 /2.5+3/2 B VY4172 V25412 VY1)25-1)2
2Ax 4Ay 4Ay 4Ay 4Ay
7 =0
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
pi:1/2,1/2 m"Z‘Jr+:),/2,1/2 Ux¢:1/2,1/2 B sz:1/2,1/2 B vxij1/2,1/2
BAL 4Ax 4Ax 4Ax 4Ax
+vyz‘+1/2,3/2 VYir1/2,1/2 _ Dit1/2,1)2 n Wivi20 | YWit120  YWiti1/23/2
4Ay 4Ay BAL 2Ay 2Ay 4Ay
_Uy?+1/2,1/2 _ VT 591/ _ VI 212 N VI 1) n VI 212
4Ay 4Ax 4Ax 4Ax 4Ax
1=N—1:
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
pNJr—l/2,j+1/2 B Uth3/2,j+1/2 _ Uthl/Z,j+1/2 vyNt1/2,j+3/2 UyNt1/2,j+1/2
GAL 4Ax 4Ax 4Ay 4Ay
n+1 n+1 n n+1 n n
YNn2v12 YYN-1/25-172 _ Py-y2v12  YENgri2 | YENjr2 | YUN-3/2541)2
4Ay 4Ay BAL 2Ax 2Ax 4Ax
U'TnN—l/Q,j-i-l/Q B ijr\bf—l/zj%/Q _ Uyzn\/—l/Q,j+1/2 Uyzr\bf—1/2,j+1/2 Uy?V—l/Q,j—l/Q
4Azx 4Ay 4Ay 4Ay 4Ay
j=M—1:
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
DPivija,m—172  YTigsjom—1/2 n YWivipgm—12  Yirram-12 - Ylic1am-1/2
BAt 4Ax 4Ax 4Ax 4Ax
n+1 n+1 n n n
YWiviem-s2 Wivipm-12 _ Pinipm-12 - YWipzpm-2 YWipiam-2
4Ay 4Ay BAL 4Ax 4Ax
n n n+1 n
+”%+1/2,M71/2 n Wicipm—2  YWivipm  YWiriom
4Ax 4Ax 2Ay 2Ay
+Uy?+1/2,M—3/2 n VY31 oM —1)2
4Ay 4Ay
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i=0;7=0

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n n
p1/+2,1/2 vxs/z,l/z n Uzl/g,lm n Uyl/—;,3/2 n vyl/—;,l/Q _ Pipae Vi,
BAL 4Ax 4Ax 4Ay 4Ay BAL 4Ay
n n n n n n+1 n+1
CWipez2 | VYipo  YTipae UT320172  YWoas2 n v%,Jlr/Q “yl/;,o
4Ay 2Ay 4Ax 4Ax 2Ax 2Ax 2Ay
i=N—-1,j=M-1
n+1 n+1 n+1 n-+1 n+1
pN+—1/2,M—1/2 _ vatl/Q,M—1/2 B UxNJr—3/2,M—1/2 _ vyNtl/Q,M—1/2 B UyNtl/Z,M—S/Q _
BAL 4Ax 4Ax 4Ay 4Ay
PN—1/2,M-1/2 B VYn_1jom VYN—1j2m-172  VYN—1/2,M—3)2 B VI Ar—1/2
BAL 2Ay 4Ay 4Ay 2Ax
n n n+1 n+1
YIN-—32m-1/2  YP'N-1/2M-172 UxNTM71/2 B U?JNJ:1/2,M
4Ax 4Ax 2Ax 2Ay
1=0;5=M—1:
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n
p1f2,M71/2 033372,1\471/2 lej_Q,Mfl/Z _ Uyl/—;,MfS/Z _ vyl/—;,Mfl/Q _ Pijgm-1y2
BAL 4Ax 4Ax 4Ay 4Ay BAL
_ng/2,M—1/2 B VI o o1z VTG -1 )2 B VYo VW12 VYT e n—3)2
4Ax 4Ax 2Ax 2Ay 4Ay 4Ay
n+1 n+1
Ux()jJ—lﬂ B Uy1/+2,M
2Ax 2Ay
1=N—-1;7=0:
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n
Py-i2172  YIN—aj2072 YEN-3/2,1/2 n VYN-1/2,1/2 n YYn-1/23/2  PN-1/21/2
BAL 4Ax 4Ax 4Ay 4Ay BAL
_Ux?\u/z B VIR 19,172 B VIN_3/9.1)2 B VYN-1/2,3/2 B VYN-_1/2,1/2 B VYN -1/2,0
2Ax 4Ax 4Ax 4Ay 4Ay 2Ay
_anNT11/2 n Uy]T\Lftll/ZO
2Ax 2Ay
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3.3. Implementacion de las subrutinas de la
Simulacion Numérica

La mayoria de los programas de simulacién ofrecen la posibilidad de accesar a
su poder de procesamiento por medio de crear complejas y sofisticadas interfaces
de usuario para la entrada de parametros y analisis de resultados. De ahi, que
tales desarrollos contengan tres principales elementos: (i) un pre-procesador, (ii)
un solver y (iii) un post-procesador. El solver o procesador numérico corresponde
a la mayoria del tiempo y costo computacional, y esta dado por el desarrollo de

las ecuaciones anteriores asi como por la resolucién de los sistemas lineales.

3.3.1. Pre-procesador

Consiste en la entrada de datos que especifican caracteristicas importantes del

problema a simular. Entre tales aspectos estan:

Definicién de la geometria en la regién de interes: dominio computacional.

Tipo y modo de subdivision del dominio.

Definicién de las propiedades del fluido.

Especificacién de las condiciones de frontera en el dominio computacional,

las cuales deben coincidir o estar muy cerca de las del dominio del problema.

Aun cuando las interfaces graficas de usuario resultan muy atrayentes por su

facilidad de uso y amigabilidad, en este trabajo el pre-procesamiento tiene interfaz
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con los parametros del usuario a través de archivos de entrada. Esto se debe
principalmente a la rédpida implementacion, y a la versatilidad en la realizacion
de grandes cantidades de pruebas de modulos, las cuales constituyen unos de los

pilares bésicos en el desarrollo, verificacién y depuracién del software.

3.3.2. Post-procesador

Debido a las crecientes capacidades de las estaciones de trabajo en la generacion
de gréficos, la mayoria de los paquetes de simulaciéon en CFD estan equipados
con herramientas versatiles de visualizacion. En este trabajo inicial, se incluyen
funcionalidades tales como el despliegue en pantalla de la geometria del dominio y
del mallado, dibujado de vectores y niveles de colores establecidos por una paleta.
La escalabilidad de funcionalidades ha sido considerada para permitir modificar
facilmente las existentes, adaptandolas a otras necesidades o simplemente en la
creacién de nuevas caracteristicas. Es atrayente ademas la posibilidad de visualizar
dindmicamente los resultados por medio de generar la animacién. La inclusion de
datos alfanuméricos dentro del entorno grafico, asi como métodos para exportar
cada cuadro animacién en formato de bitmap (.bmp), hacen sentir al usuario
a gusto con el entorno y los resultados que obtiene. Estas herramientas son
consideradas como la mejor y mas revolucionaria forma de comunicar las ideas a

los no especialistas.
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3.3.3. Estructuras de Datos

En las etapas de disenio del software y analisis de las bibliotecas a utilizar, fue
considerada la creacién de una estructura que proporcionaria una base sélida en
el desarrollo de los modulos propuestos en los objetivos, asi como en creaciones
futuras. Esta estructura denominada TDGrid tiene como objetivo almacenar toda
la informacion referente al dominio computacional sobre el cual es resuelto el

problema numérico y se define como sigue:

struct TDGrid

{
int dimension;
int type;
int nbnodes[3];
double spacel[3];
double *X;
double *Y;
double *Z;
double *values;

Es importante resaltar que esta estructura considera el almacenamiento de todos
los datos de un dominio computacional en un momento del tiempo. La mayor
dimension soportada es 3D, considerando mallados uniformes, no uniformes
(tensoriales), asi como espacios y subdivisiones diferentes para cada dimension.
Se desarrollaron un conjunto de funciones y procedimientos que operan sobre
dicha estructura con el fin de encapsular la manipulacién de la informacién
sin preocuparse por la manera en que se guardan o recuperan los datos. Tales

prototipos se describen en la siguiente seccién.
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3.3.4. Prototipos de las Funciones y Procedimientos prin-
cipales

A continuacién se presentaran los prototipos de las principales funciones

implementadas para UCSparcelib:

void InitGridiD( TDGrid GG, double value)

Inicializa todos los valores del mallado GG con value

void CreateGridiDUniform( TDGrid *GG, int nbnodes, float space)
void CreateGrid2DUniform(TDGrid *GG, int nbnodesX, float spaceX,
int nbnodesY, float spaceY)

Reserva la memoria necesaria y establece los valores del mallado GG

void SetBoundary1D1(TDGrid GG, double fParam)

void SetBoundaryl1D2(TDGrid GG, double fParaml, double fParam?2)

void SetBoundary2D1(TDGrid GG, double fParamO, double fParaml,
double fParam2, double fParam3, double fParam4, double fParamb,
double fParam6, double fParam?7)

Procedimientos para establecer los valores de las fronteras del mallado. Los

valores son obtenidos desde el cuerpo principal.

void CopyGrid( TDGrid SS, TDGrid DD )

Copia la informacion contenida en un mallado a otro mallado

int getType( const TDGrid GG )

int getDimension( const TDGrid GG )
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Permiten obtener valores de las caracteristicas del mallado almacenado en la

estructura

void getMinMaxValues( const TDGrid GG, double *min, double *max )
double getMinValue( const TDGrid GG )

double getMaxValue( const TDGrid GG )

Funciones para buscar y retornar los valores maximo y minimo, o ambos, en los

nodos de un mallado

void GridWrite( const TDGrid GG, FILE *file )
Escribe en una salida especificada por el usuario, la informacion contenida en el

mallado, siguiendo un formato que permite la facil legibilidad.

void WriteGridValues( const TDGrid GG, FILE *xfile )

Escribe en una salida especificada por el usuario los valores numéricos correspon-
dientes a cada nodo del mallado. Esta funcién colocada dentro del ciclo del tiempo
en la simulacién, permite registrar el historial de cambios provocados por las ecua-

ciones en los valores iniciales del mallado.

void DeleteGrid( TDGrid GG )

Libera de la memoria toda la informacion contenida por el mallado GG

double ErroriDUniform( TDGrid Orig, TDGrid Ref, int kk )
Calcula el error numérico existente en los valores de cada mallado, a través de la

norma de energia y considerando que el mallado Ref es kk veces mas refinado que

el mallado GG
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3.4. Otros desarrollos

Durante la creacion y verificacién del software desarrollado en este trabajo, fueron
creados algunos programas adicionales con el propésito de generar y/o validar
casos de prueba y el correcto funcionamiento de las subrutinas individuales o
de la integracién entre ellas. Para mayor informacién de estos casos, se puede
consultar la documentacion y reportes internos adicionales que no forman parte
de este informe. Entre estos desarrollos se encuentran aplicaciones para el célculo
del error numérico en caso de tener alguna solucién analitica, generacion y lectura
de archivos para la verificacion de secuencias de ejecucién, llenado de estructuras,

cantidad de iteraciones, entre otros.

3.5. Visualizacion

El objetivo de la creacién de modulos de post-procesamiento para la visualizacion
de los calculos numéricos, es brindar una herramienta al usuario para comprender
los resultados de una forma natural. Es por ello que se ha conseguido desarrollar
con bibliotecas estandares, versiones de dicho post-procesador para diferentes
plataformas computacionales. Esto se logra realizando una separacion clara
de estos componentes con el resto de los modulos creados. La interfaz de
entrada es nuevamente a través de archivos de datos, los cuales son generados
automadaticamente por las capas anteriores. Este tipo de entrada ofrece al usuario
la posibilidad de procesar los calculos de la simulacion en computadores remotos
de mayores prestaciones, obtener los resultados en archivos de texto ASCII

y visualizar de manera local los resultados, independientemente del sistema
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operativo que posea.

3.5.1. Bibliotecas Involucradas

La principal biblioteca en el desarrollo del post-procesador es OpenGL, pero se
ha hecho uso de bibliotecas auxiliares como GLUT, y GLUI. Como ya se ha
mencionado, GLUT es una interfaz de software para la creacién y manipulacion
de ventanas independientemente del sistema operativo. Creada en ANSI C, provee
ademas funcionalidades de entrada de usuario que no se hallan en la especificacion
de OpenGL. Por otra parte, GLUI (GLUT-Base User Interface) [22] provee
controles tales como botones, combos, spinners y etiquetas entre otros para
aplicaciones de OpenGL. Igualmente es independiente del sistema de ventanas,
acomplandose a GLUT para recibir eventos externos, tales como movimientos del

mouse.
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Capitulo 4

RESULTADOS Y
CONCLUSIONES

4.1. Resultados Numeéricos

Las pruebas para las simulaciones fueron evaluadas en base al realismo que
debian presentar los resultados de acuerdo a las condiciones proporcionadas y el
compotamiento computacional que presenta la simulaciéon. Con respecto al tiempo
computacional para el calculo, depende no solo del tipo de computador, sino de
las condiciones, complejidad y magnitud de la situacion deseada. Debido a que los
resultados son procesados independientemente a la visualizacion, no existe una
relacién entre el tiempo de cémputo y la fluidez en que son representados los
cuadros de animacion. Es importante mencionar que las pruebas representativas
mostradas en este trabajo, constituyen apenas unos pocos casos planteados
de entre una inmensa cantidad y variedad que pueden ser consultados en la

bibliografia o en reportes de experimentos en laboratorios. La intension de ello es
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verificar el comportamiento de las ecuaciones en funcién de los métodos numéricos
utilizados, y no hacer una demostracién de las verdaderas capacidades de las
herramientas que han sido creadas; corresponde a los investigadores en las areas
particulares de la ciencia o de ingenieria, establecer condiciones y escenarios de

utilidad practica.

El contexto de hardware en todas las pruebas fue un procesador Intel Pentium II
400 Mhz, 128Mb RAM. El compilador utilizado fue gec bajo un sistema operativo
Linux Mandrake §.1.

4.1.1. Pruebas en 1D

La estructura de la matriz obtenida haciendo uso de métodos implicitos, es como

se muestra en la figura 4.1

%

Figura 4.1: Estructura de la matriz para 1D
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Prueba 1

Se considera en 1D un flujo laminar, incompresible con viscosidad cinematica
constante entre dos placas paralelas separadas por una distancia H. Inicialmente
las dos placas estan estacionarias y el fluido estre ellas esta estancado. De repente
en el instante ¢ = 0, una de las placas se mueve en la direccién = positiva a
una velocidad constante V{. Bajo estas consideraciones, las ecuaciones de Navier-
Stokes son lineales y las condiciones de fronteras son homogéneas, lo que da de

inmediato la solucién analitica exacta
1 . - i 2 2 2
u/Vo=1—y/H 22 sen(nmy/H)exp(—n m vt/H*)

— nmw

Esta solucion es utilizada para evaluar el comportamiento de la simulaciéon con
respecto a los resultados obtenidos a través de las aproximaciones. Es importante
resaltar que estos valores exactos pertenecen solo a una incégnita de velocidad. El
error calculado a través de la norma de energia dada por (2.14) fue menor a 1072

en todas las pruebas.

Debido a que se tiene la solucién exacta para esta situacién sencilla, los
siguientes graficos muestran las aproximaciones obtenidas por los métodos, una

vez alcanzado el final de la simulacién:
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Figura 4.2: Prueba 1(a), Operadores de Soporte 1-2-1 Explicito

Prueba 2

Se considera una velocidad inicial constante para todos los nodos del mallado en
el tiempo ¢ = 0. El proceso de simulacién genera una pardbola en el perfil de

velocidades.

Prueba 3

Al igual que en la prueba 1, se establece velocidades constantes a cada una de las

placas

4.1.2. Pruebas en 2D

La estructura de la matriz obtenida haciendo uso de métodos implicitos en 2D, es

como se muestra en la figura 4.1

Prueba 1
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Solucion Exacta-Métodos 1-2-1

—Exacta
—121E
1211

Espacio

TYNM2 0023 RFIRYIYIBYBIERIEREEBS S B

Nodos

Figura 4.3: Comparacién de los resultados del método 1-2-1 con la solucién exacta

Al igual que en la prueba inicial, se colocaron casos borde que simulan el

movimiento a una velocidad constante de una de las placas que contienen el fluido

Prueba 2

Se establece una velocidad constante e igual para todos los nodos en la frontera
derecha. Puede observarse el perfil parabolico que se desarrolla ya avanzada la

simulacién.
Prueba 3

Por medio de variar la condicion borde en funcion del tiempo, se establece un
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Solucién Exacta-Métodos 2-2-2

— Exacta

—22E

Espacio

2

Figura 4.4: Comparacién de los resultados del método 2-2-2 con la solucién exacta

comportamiento senoidal con respecto al eje y y constante con respecto al eje x.

Prueba 4

Igual que en la prueba anterior, pero colocando velocidades constantes y en sentido
contrario en los bordes que representen las placas paralelas. Puede observarse los
voértices que se forman a la salida del fluido debido a la accién contraria que ejercen

las placas.

Ya que el caso 2D es una particularidad del caso 3D, es posible crear vistas en 3D
haciendo uso de los calculos anteriores. Por ejemplo, un corte longitudinal en la

tuberia que contiene al fluido puede ser representado como en la figura
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En las tablas 4.1 y 4.2 son presentados algunos de los datos obtenidos a partir de
los resultados y el célculo de las pruebas. Esta tabla describe las dimensiones y
los tiempos de procesamientos haciendo uso de dos métodos iterativos disponibles
en UCSparseLib, resaltando la cantidad de iteraciones requeridas en cada uno con

precondicionador y sin precondicionador. Todas las pruebas se realizaron para 100

iteraciones de tiempo de simulacion.

Figura 4.5: Prueba 2(b), Operadores de Soporte 1-2-1 Implicito

NodesX | NodesY | Metodo | ¢/Pre-c. | s/Precond Dim No nulos | dens
15 10 BiCGstab 2 4 450x450 2750 1.36
15 10 GMRES 3 6 450x450 2750 1.36
60 20 BiCGstab 3 - 3600x3600 22480 0.173
60 20 GMRES 6 - 3600x3600 22480 0.173
40 40 BiCGstab 2 6 4563x4563 28587 | 0.137
40 40 GMRES 4 10 4563x4563 28587 | 0.137
70 50 BiCBstab 3 - 10143x10143 | 63767 | 0.0620
70 50 GMRES 6 - 10143x10143 | 63767 | 0.0620
80 80 BiCGstab 3 - 18723x18723 | 117947 | 0.0336
80 80 GMRES 6 - 18723x18723 | 117947 | 0.0336

Cuadro 4.1: Datos obtenidos de las pruebas
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Figura 4.6: Prueba 2(a), Castillo-Grone 2-2-2 Implicito

NodesX | NodesY | Metodo T.Userl21 T.Sist121 T.User222 T.Sist222
15 10 BiCGstab 1,250s 0,110s 1,590s 0,100s
15 10 GMRES 1,300s 0,120s 1,740s 0,80s
60 20 | BiCGstab | 18,520s 1,40s 24,5208 1,10s
60 20 GMRES 17,780s 1,210s 23,560s 1,570s
40 40 BiCGstab 21,800s 1,480s 28,440s 1,540s
40 40 GMRES 20,840s 1,540s 29,410s 1,730s
70 50 BiCBstab 70,310s 3,170s 81,820s 3,950s
70 50 GMRES 68,580s 4,90s 81,120s 4,340s
80 80 BiCGstab | No resuelto | No resuelto | No resuelto | No resuelto
80 80 GMRES 129.670s 9,810s 171,780s 10,740s
Cuadro 4.2: Datos obtenidos de las pruebas
4.2. Conclusiones y Recomendaciones

= Los métodos implementados convergen en todos los casos de prueba.

= Los resultados obtenidos en las simulaciones, en funciéon de las condiciones

borde de prueba, presentan una respuesta semejante a la que podria ocurrir

en la realidad.

s FEn todos los casos la tolerancia del error en el cdlculo de la solucién de
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2.000E+00

Figura 4.7: Prueba 3(a), Castillo-Grone 2-2-2 Implicito

los sistemas lineales por los métodos BicGSTAB y GMRES fue de 10712,
exactitud generalmente alcanzada en las primeras iteraciones y por lo que
no se considera que sea necesario cambiar el método a menos que se necesite

mayor precision.

En el célculo de las aproximaciones a las ecuaciones diferenciales a través de
los métodos miméticos, el error calculado por la norma de energia aplicada

lucié liti 1 orden de 1072
con respecto a una solucién analitica, se encuentra por el orden de 1077,

siendo mejor en las aproximaciones formuladas por los métodos 2-2-2.

El software desarrollado tiene como propésito ser una herramienta para
los investigadores en diferentes ramas de la ciencia, donde aplique y sea
importante la consideracién de los aspectos de la dindamica de fluidos. A
pesar de la alta complejidad de las ecuaciones y de las discretizaciones
obtenidas en el desarrollo de esta investigacion, se superaron las espectativas

en los resultados numéricos y por ende visuales.
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Figura 4.8: Estructura de la matriz para 2D

4.3. Trabajos Futuros

= Concluir el desarrollo de una interfaz grafica multiplataforma de usuario, que

hace amigable la interaccion con las parametros requeridos y otras entradas.

= Reformular las subrutinas implementadas para mejorar los tiempos de

computo.

= Estudiar el comportamiento de los métodos sobre mallados no uniformes y

aplicado a las ecuaciones de la dinamica de fluidos.
» Desarrollar los cdlculos y la visualizacién para resolver problemas en 3D.
» Paralelizacion de las subrutinas de simulacion.

= Profundizar en el estudio y modelos matematicos para escenarios con

diferentes flujos interactuando entre si, con estructuras eldsticas y/o medios
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Figura 4.9: Prueba 1, Castillo-Grone 2-2-2

POrosos,

Desarrollar aproximaciones miméticas para fluidos compresibles.
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Figura 4.10: Prueba 2, Castillo-Grone 2-2-2 Implicito

Figura 4.11: Prueba 3, Castillo-Grone 2-2-2 Implicito
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Figura 4.12: Prueba 4, Castillo-Grone 2-2-2 Implicito

“ipsi 11 10,00 ==

Figura 4.13: Vista 3-D
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Apéndice A

Codigo Fuente de la
Implementacion

El codigo desarrollado siguiendo los lineamientos y estandares definidos en
UCSparseLib, representa un total aproximado de 10000 lineas. Por esta razon, solo
es incluido uno de los cuerpos principales de las simulaciones en dos dimensiones.
El resto del codigo fuente y los programas junto con las bibliotecas que se incluyen,

son entregadas en formato digital.

#ifdef SOURCE

# include <stdio.h>

# include <stdlib.h>

# include <math.h>

# include "constantes.h"
# include "Ifunc.h"

# include "Dfunc.h"
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include

include

include

include

include

include

include

int

double

double

"TDMatrix.h"
"TDMatrix_IO.h"
"TDMatrix_OPE.h"
"TDMatrix_ITERATIVE.h"
"Gen121-2D.h"
"Macros.h"

"TDGrids.h"

iparIM[5];
dparIM[3];

SpaceX, SpaceY, Rho, Nu, beta, At, TTime, TOL;

int mm,nn;

int SaveEach = 1;

double mem[15]

double opf[15]

double opm[15]

{0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,

0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0};

{0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,

0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0};

{0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,

0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0};

void ReadParam()

{
FILE

*fp;

fp = fopen("SolverParam.dat", "r");
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if (fp == NULL) ERROR( "Opening SolverParam.dat" );
fscanf( fp, "%hd%*["\nl%x*c", &iparIM[0] );
fscanf( fp, "%d%*["\nl%*c", &iparIM[1] );
fscanf( fp, "%d%*["\nl%*c", &iparIM[2] );
fscanf( fp, "%hd%*["\nl%x*c", &iparIM[3] );
fscanf ( fp, "%d%*["\nl%x*c", &iparIM[4] );
fscanf ( fp, "%1f%x["\nl%*c", &dparIM[0] );
fscanf( fp, "%K1f%x["\nl]%*c", &dparIM[1] );
fscanf( fp, "%1f%x["\nl%*c", &dparIM[2] );

fclose( fp );

fp = fopen("Fluid2DParam.dat", "r");

if (fp == NULL) ERROR( "Opening FluidParam.dat" );
fscanf ( fp, "%d%*x["\nl%*c", &mm );
fscanf( fp, "%d%*["\nll*c", &nn );
fscanf( fp, "%1f%x["\nl%*c", &SpaceX );
fscanf( fp, "%1f%x["\nll%*c", &SpaceY );
fscanf( fp, "W1f%*x["\nl¥%*xc", &TTime );
fscanf( fp, "%1f%x["\nll*c", &At );
fscanf ( fp, "%1f%*x["\nl%*c", &Rho );
fscanf ( fp, "%1f%*x["\nl%*c", &Nu );
fscanf( fp, "%1f%*x["\nl%xc", &TOL );

fclose( fp );



int main(int argc, char** argv)

{

/¥ —mmm Local Variables */
FILE *outVelocityX, *outVelocityY, *outPresure, *outValues,
FILE *fMyMatriz;
int ii, jj, nbrows, totiter, ierr, rr, nbrowsRef;
int iterRef ,save=0, iter=0, x*iwa;
double *S0LRef, *RHS, *RHSRef, *SOL, *plot, *plotRef;
double ff, minVelx, minVely, maxVelx, maxVely;
double minPres, maxPres, auxmin, auxmax, ErrorV, ErrorP;
TDMatrix AA,AARef;

TDSparseVec row, rowRef;

TDprecond PM, PMRef;

TDGrid VxAct, VyAct, PPAct, VxActRef, VyActRef;
TDGrid PPActRef, VxNext, VyNext, PPNext, VxNextRef;

TDGrid VyNextRef, PPNextRef, VxAux, VyAux, PPAux;

[H e */ BEGIN( main );

outVelocityX = fopen("velocitiesX-121I2D.dat", "w");
if (outVelocityX == NULL) ERROR( "Abriendo fichero" );
outVelocityY = fopen("velocitiesY-121I2D.dat", "w");
if (outVelocityY == NULL) ERROR( "Abriendo fichero" );
outPresure = fopen("pressures-121I2D.dat", "w");

if (outPresure == NULL) ERROR( "Abriendo fichero" );
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outValues = fopen("values-121I2D.dat", "w");

if (outValues == NULL) ERROR( "Abriendo fichero" );

ReadParam() ;

nbrows = 3%(mm)*(nn);

CreateGrid2DUniform(&VxAct, mm+1, SpaceX, nn+l, SpaceY);
CreateGrid2DUniform(&VyAct, mm+1, SpaceX, nn+l, SpaceY);

CreateGrid2DUniform(&PPAct, mm+1, SpaceX, nn+l, SpaceY);

CreateGrid2DUniform(&VxNext, mm+1, SpaceX, nn+l, SpaceY);
CreateGrid2DUniform(&VyNext, mm+1, SpaceX, nn+l, SpaceY);

CreateGrid2DUniform(&PPNext, mm+1, SpaceX, nn+l, SpaceY);

beta = NuxAt/(VxAct->X[0]*VxAct->X[0]);

InitGrid2D_1( VxAct, 0.0 );
InitGrid2D_1( VyAct, 0.0 );

InitGrid2D_1( PPAct, 0.0 );

SetBoundary2D_1(VxAct, -3.0, -3.0, -3.0, -1.0, -1.0, 0.0, 0.0, 0.0);
SetBoundary2D_1(VyAct, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0);

SetBoundary2D_1(PPAct, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0);

getMinMaxValues( VxAct, &minVelx, &maxVelx );
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getMinMaxValues( VyAct, &minVely, &maxVely );

getMinMaxValues( PPAct, &minPres, &maxPres );
WriteGridValues(VxAct, outVelocityX);

WriteGridValues(VyAct, outVelocityY);

WriteGridValues (PPAct, outPresure);

GenMatrix121_2D( &AA, VxAct, VyAct, PPAct, Nu, Rho, At, beta, 0 );
fMyMatriz = fopen("MyMatriz.txt","w");

TDMatrixWrite (AA,fMyMatriz) ;

fclose(fMyMatriz) ;

RHS

ALLOC( nbrows,double,"RHS" );

SOL = ALLOC( nbrows,double,"SOL" );

dSet ( nbrows, SOL, 0.0 );

for (ff= At; ff< TTime;ff+= At) //-———------"-——- TIME LOOP
{

save++;

SetBoundary2D_1(VxNext, 2.0, 2.0, 2.0, -1.0, 2.0, 2.0, 2.0, 0.0);
SetBoundary2D_1(VyNext, 0.0, 0.0, sin(savexPI/4),
sin(save*PI/4), sin(savexPI/4), 0.0, 0.0, 0.0);

SetBoundary2D_1(PPNext, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0);
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GenMatrix121_2D( &AA, VxAct, VyAct, PPAct, Nu, Rho, At, beta, 1 );
GenRHS121_2D(RHS, VxAct, VyAct, PPAct, VxNext, VyNext, PPNext,

At, beta, Nu, Rho );

if (iparIM[4]) // traza

plot = ALLOC( iparIM[1]+1, double, "plot" );
else
plot = (double *)NULL;

computePrecond( iparIM, dparIM, AA, &PM );
BiCGstab( AA, SOL, RHS, &PM, iparIM, dparIM, plot,

&totiter, &ierr );

Fill3GridsWithSolution(VxNext, VyNext, PPNext, SOL);

rr = 2*xmm-1;

CopyGrid( PPNext, PPAct );
CopyGrid( VxNext, VxAct );

CopyGrid( VyNext, VyAct );

getMinMaxValues( VxAct, &auxmin, &auxmax );
if (auxmin<minVelx)

minVelx=auxmin;
if (auxmax>maxVelx)

maxVelx=auxmax;
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getMinMaxValues( VyAct, &auxmin, &auxmax );
if (auxmin<minVely)

minVely=auxmin;
if (auxmax>maxVely)

maxVely=auxmax;

getMinMaxValues( PPAct, &auxmin, &auxmax );
if (auxmin<minPres)

minPres=auxmin;
if (auxmax>maxPres)

maxPres=auxmax 3

if (save¥SaveEach==0)

{
iter++;
WriteGridValues(VxAct, outVelocityX);
WriteGridValues(VyAct, outVelocityY);
WriteGridValues (PPAct, outPresure);
printf ("Time %f processed\n",ff);
}
Yy /S/S—————— END TIME LOOP
FREE( SOL );
FREE( RHS );
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if (iparIM[4])

FREE( plot );

TDMatrixDelete( AA );

fprintf (outValues, "%d | Pasos de Tiempo\n",iter+1);
fprintf (outValues, "%d | Cantidad de nodos en X\n", mm+1);
fprintf (outValues, "%d | Cantidad de nodos en Y\n", nn+l);
fprintf (outValues,"%d | tipo de mallado \n", getType(VxAct));
fprintf (outValues,"%.51E | Espacio en X\n", SpaceX );

fprintf (outValues,"%.51E | Espacio en Y\n", SpaceY );

fprintf (outValues,"%.51E | Tiempo de simulacion\n", TTime );
fprintf (outValues,"%.51E | Delta t\n", At );

fprintf (outValues,"%.51E | Velocidad minima en X\n",minVelx);
fprintf (outValues,"%.51E | Velocidad maxima en X\n",maxVelx);
fprintf (outValues,"%.51E | Velocidad minima en Y\n",minVely);
fprintf (outValues,"%.51E | Velocidad maxima en Y\n",maxVely);
fprintf (outValues,"%.51E | Presion minima \n",minPres);
fprintf (outValues,"%.51E | Presion maxima \n",maxPres);
fprintf (outValues,"%.51E | Rho\n", Rho );

fprintf (outValues,"%.51E | Nu\n", Nu );

fprintf (outValues,"%.51E | Tolerancia del error\n", TOL );

fprintf (outValues, "Navier-Stokes equations on 2D.

Method: Implicit Support-Operators 1-2-1\n");
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fclose(outVelocityX);
fclose(outVelocityY);
fclose(outPresure) ;

fclose(outValues);

DeleteGrid (PPAct) ;
DeleteGrid(VxAct);
DeleteGrid (VyAct);
DeleteGrid (PPNext) ;
DeleteGrid (VxNext) ;
DeleteGrid (VyNext) ;
[k —mmm o */ END( main );

return O;

#endif /* SOURCE x*/
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