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Series de Fourier y Sistemas LTI Series de Fourier de sefiales periédicas continuas.

Respuesta de Sistemas LTI a seiales periddicas

Las funciones exponenciales complejas se comportan como funciones
propias para cualquier Sistema LTI.
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Series de Fourier y Sistemas LTI Series de Fourier de sefiales periédicas continuas.

La serie de Fourier en tiempo continuo

La representacién de una sefal periddica de la forma:
oo
.Z(t) = Z ake]k“’f’t (1)
k=—o0

se conoce como la representacion en serie de Fourier. Los ay, se les conoce
como coeficientes espectrales y se calculan realizando la proyeccién
ortogonal de la sefial x(t) sobre cada uno de los vectores de la base
ortogonal ¢ (t) = e/*¥ot para k = 0, %1, £2, .... Esto es:

1 .
— —jkwot
ag = /Tm(t)e dt (2)
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Series de Fourier y Sistemas LTI Series de Fourier de sefiales periédicas continuas.

Asignaciones

e Programe y dibuje en Octave los coeficientes espectrales de una sefial
pulso rectangular periédica centrada en el origen. Ademds dibuje la
suma de 10 términos de la serie.
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Series de Fourier y Sistemas LTI Convergencia de la serie de Fourier y el fenémeno de Gibbs.

Convergencia de la serie de Fourier y el fenédmeno de Gibbs

Condiciones de convergencia de Dirichlet:

e 1(t) debe ser absolutamente integrable en cualquier intervalo finito de
tiempo.

e El nimero de maximos y minimos de x(t) debe ser finito en cualquier
intevalo finito de tiempo.

e El nimero de discontinuidades de z(t) debe ser finito en cualquier
intervalo finito de tiempo.

e La senales en la vida real satisfacen las condiciones anteriores pero
generan el fenémeno de Gibbs.

e La integral de una sefal periédica con valor medio distinto de cero no
es periddica, ademas, la sefal resultante diverge.
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Series de Fourier y Sistemas LTI Propiedades de la serie de Fourier en tiempo continuo.

Propiedades de la serie de Fourier en tiempo continuo

z(t —tg) +— ape Ihwoto
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Series de Fourier y Sistemas LTI Serie de Fourier de sefales periddicas discretas.

Respuesta de Sistemas LTI a seiales Periddicas Discretas

Las funciones exponenciales complejas se comportan como funciones
propias de cualquier Sistema LTI.

z[n]=2" — h[n] — y[n|
donde:
ylnl = Y Aklz"F=2" ) hlk]zF = H[z)2"
k=—oc0 k=—oc0
Ing. A. Osman (UC)
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Series de Fourier y Sistemas LTI Serie de Fourier de sefiales periddicas discretas.

La serie de Fourier en tiempo discreto

La representacién de una senal periddica de la forma:

x[n] = Z apeiteen (3)

k=<N>

se conoce como serie discreta de Fourier. Los aj. se les conoce como
coeficientes espectrales y se calculan realizando la proyeccién ortogonal de
la sefial x[n] sobre cada uno de los N vectores de la base ortonormal
dr[n] = e?F™ para k = 0,41,42, ... Esto es:

w=n O alneten *)

n=<N>
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Series de Fourier y Sistemas LTI Serie de Fourier de sefales periddicas discretas.

Observaciones

e si k fluctiia de 1 a IV entonces:
z[n] = a1é1[n] + aspe[n] + azpsn] + ... + anodn|[n)
e si k fluctia de 0 a N — 1 entonces:
z[n] = appo[n] + a1¢1[n] + azda[n] + ... + an-—16N-1[n]

o Los coeficientes espectrales son periddicos, es decir: ap = agyn
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Series de Fourier y Sistemas LTI Serie de Fourier de sefales periddicas discretas.

Asignacin

e Programe y dibuje en Octave los coeficientes espectrales de una sefial
discreta pulso rectangular peridédica centrada en el origen. Ademds
dibuje la suma de los N primeros términos de la serie.
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Series de Fourier y Sistemas LTI Propiedades de la serie de Fourier en tiempo discreto.

Propiedades de la serie de Fourier en tiempo discreto

o z[n — ng] «— ageFFwomo
o x[n]ed™0" 5 ap .

o z¥[n] «— a*,

1
m
* >N Z[rlyln — 1] <— Nagby

o z[ny[n] «— >N @bk

o z[n] —xn—1] +— (1 — e_jk‘”o)a;C

o o(L) < -ag

A

® D k—oo K] «— Ty
e si z[n] es real «— ap =a’,
o Efoln]} + Oafaln} «— Refay} + Imfay}
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Transformada de Fourier en Tiempo Continuo (CTFT) Definicién

Génesis de la CTFT

La CTFT se genera de la necesidad trazar la envolvente de los coeficientes
espectrales de una sefial periddica. Supongamos una sefial Z(t) pulso
rectangular de ancho 277 con simetria par y periodo T'. Si se hace tender
el periodo a infinito entonces w, tenderd a cero, luego la sefial Z(t) va a
tender a un pulso rectangular aperiédico de ancho 277 con simetria pary
los coeficientes espectrales se iran acercando entre si. [1]

Esto es:

) 1 si—T1 <t<1y, 2sin(kw,Th)  sin(kw,Th)
€T g < ar = =
0 siTi<lt|<Z. F kwoT =

Para k # 0. Escribiendo Taj = M“:"Tl) y definiendo la envolvente

kw
_ 2sin(wTh)
- w

como (Tay)* , cuando w, — 0, entonces T'ay, — (Tay)*.
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Transformada de Fourier en Tiempo Continuo (CTFT)  Definicién

Definicién del par CTFT:

La evolvente se define como la conversién a continuo de la expresion Tay.
Para cualquier sefial la envolvente seria:

X (jw) = / " a(t)e i tar (5)

—00

Sustituyendo los coeficientes espectrales en |a serie de Fourier y haciendo
we — 0 se obtiene:

x(t) = % /Oo X (jw)e*tdw (6)
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Transformada de Fourier en Tiempo Continuo (CTFT) Definicién

Condiciones de Existencia de la CTFT y Métodos de

Calculo.

Tendran CTFT aquellas sefiales continuas que sean absolutamente
integrables o que tengan un nimero finito de discontinuidades.
Definicién.
Estrategias de célculo de la CTFT = ¢ Propiedades.

Transformadas Notables.

Ing. A. Osman (UC)
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Transformada de Fourier en Tiempo Continuo (CTFT) Propiedades

Porpiedades significativas.

o ax(t) + by(t) «+— aX (jw) + bY (jw)

o (1) +— X*(jw)

(=) +— (— w)
(Dy(t) «— 5 [X (jw) * Y (jw)]

o 2(t —t,) ¢ e I X (jw)
(
(

°
8

°
8

t)xy(t) «— [X(jw)Y (jw)]
at) «— X (%)

°
8

o

o La(t) «— jwX (jw)

o ' alt) = LX(ju) + TX(0)5(w)

o to(t) e L X (ju)

e si z(t) es real +— X (jw) = X*(—jw)

o si x(t) esreal E,{z(t)} + Ou4{x(t)} +— Re{X(jw)} + jIm{X(jw)}
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Transformada de Fourier en Tiempo Continuo (CTFT) CTFT de una sefial periédica

CTFT de una senal periddica

Partiendo de:
X(jw) =270 (w — wo)

x(t) = 1/ 276 (w — w,)e?“tdw

—00
entonces:
x(t) = elwot
Luego:
x( Z apelkwot « X(jw) Z 2wapd(w — kw,)

k=—o00 k=—o00
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Transformada de Fourier en Tiempo Continuo (CTFT) CTFT Notables

CTFT Notables

1 si|w <W
o 2(t) =W o X (jw) = .
®) mt () 0 siw|>W.
o z(t) = e ut),a>0+— X(jw) = aJrljw
. _JLosifth<Tn X (jw) = 2ein(Th)
0 silt|]>Th.
o 2(t) = (t —t,) <—>X(jw)—e jeto

o 2(t) = plt) «— X(jw) = 75 + mé(w)
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Transformada de Fourier en Tiempo Continuo (CTFT)  La funcién seno cardinal

La funcién Sinc(6) y Sa(0)

La funcién Sa(f) se define como:Sa(f) = sma(e) para cualquier valor de 6
distinto de cero. Para 6§ = 0 la funcién vale 1, con eje de las absisas en
radianes.?

La funcién Sinc(f) es la misma Sa(f) pero normalizada. Es decir, el eje
de las absisas estd en funcién de ndmeros naturales. Adems, para cualquier
valor de @ distinto de cero. Para 6 = 0 la funcién vale la unidad.:

sin(m0)

Sinc(0) = 7
s

Para calcular la transformada de una Sa(t), primero se debe normalizar, es decir,
llevar a una expresién en funcién de Sinc(t) y luego buscar el pulso rectangular asociado:
Ing. A. Osman (UC) SyS 29 de noviembre de 2018 31/ 45



Transformada de Fourier en Tiempo Continuo (CTFT) La funcién seno cardinal

La funcién Sinc(6) y Sa(0)

e Conversion 1:

2sin(wTy) 2T sin(wTh)  2Tisin(wTh)
w T w - wTy

le

2T - 7'er1
_ Zhsin(FFH) 2T Sinc(—-2)
m

Twll
T

e Conversion 2:

sin(Wt)  Lsin(Wt) _ W sin(Wt)

mt Wt T Wt

™

W s (Wit
—sin(T) W, Wit
= = ooime(——)
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Transformada de Fourier en Tiempo Discreto (DTFT) Definicién

Génesis de la DTFT

Sea Z[n] una sefial periédica de periodo N y w, = 2%:

Z[n] = Z apelkwon (7)

k=<N>
donde: )
_ ~ —jkwon
w=y Y e ®
n=<N>

y sea z[n] una sefial aperiddica, idéntica a un periodo de Z[n]. Si en el
intervalo [— N1, N3], x[n] y Z[n] son idénticas, entonces:

No 1 e
:i[n]e_jkw"” =

=¥ Z z[n]eIkwon (9)

n=—N1 n=-—o0o
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Transformada de Fourier en Tiempo Discreto (DTFT) Definicién

Génesis de la DTFT

Trazando la envolvente de los coeficientes espectrales, a partir de 9 se
define:

o0
X(e™)= Y anleion (10)
n=-—oo
Sustituyendo 10 en 7 se tiene:
1 . . 1 . .
il = + > X(ejk“"’)e]k%":% > X(eFFo)eltenw,  (11)
k=<N>

k=<N>

luego, aproximando w, — 0 y haciendo el periodo infinito:

1

X(e]”)e]‘“”dw (12)
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Transformada de Fourier en Tiempo Discreto (DTFT)  Definicién

La DTFT

Definiciéon

El par transformado de Fourier en Tiempo Discreto se define como:

X(e™)= Y anleien (13)
1 . .
z[n] = o/, X (e2*)e?“dw (14)
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Transformada de Fourier en Tiempo Discreto (DTFT) Propiedades y Tablas

Propiedades

La DTFT es periddica en w cada 27
azx[n] + by[n] +— aX (e?¥) + bY (e/*)
z[n — ny| +— e IW X (/%)
eI@olg[n] — X (ed(@—wo))

°
8

°
8

27r f271' 6]9 ej(w 0))d9
m[n —1]+«—(1-e J‘”) (e9)
S k) — bmya(e) + ma(e) Y5 3w — 2kn)
si z[n] es real «+— X (e/¥) = X*(e™7¥)

si x[n] es real
E {z[n]} + O4{z[n]} +— Re{X(e’*)} + jIm{X (e/*)}

° e o o
SRR E
iigg

@
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Transformada de Fourier en Tiempo Discreto (DTFT) Propiedades y Tablas

DTFT notables

d[n] «—1
pln] «— ﬁ + > 02 o (w — 2km)
e §[n — ng| +— e7Iwno

1 sijw <W

_ " Periédica cada 27
0 sijw >W

™

N sin(Wn) <—>X(ej‘“) :{

o e anuln], o] < 14— X () = ratoy

1 si|n| < Ny, . sin[ 2N1tDw)
xn| = — X () = ——2&+—
) {0 si [n| > Ny. () sin(3)

® D k—<N> aelon «— 2 Zk—_oo ard(w — 2kwo)
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Transformada de Fourier en Tiempo Discreto (DTFT) Dualidad

Dualidad

En los métodos de fourier existen tres casos de dualidad:

e Primer Caso: Al comparar las expresiones del par transformado de la
CTFT, se observa que las ecuaciones son muy similares. Esto implica
la posibilidad de calcular algunas transformadas sin tener que resolver
las integrales de manera metddica, sino, adecuando la estructura de
integral planteada(sustituyendo ¢ por —t y luego t por w) e intuyendo
por simple similitud su resultado, para asi obtener la expresién de una
transformada en especifico. Ejemplo: Resolver ejercicio 4.12 de [2].
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Transformada de Fourier en Tiempo Discreto (DTFT) Dualidad

Dualidad

e Segundo Caso: Los coeficientes de Fourier a; de una sefial periddica
x[n] son, en si mismos una secuencia periddica. Es decir, la secuencia
correspondiente a aj se puede expandir en serie de Fourier. Ahora
bien, los coeficientes de la serie de Fourier para la secuencia periddica
ay, tienen forma parecida a la sefial original, es decir, valen: %x[—n]
De manera mas especifica, los coeficientes de Fourier de una senal
discreta periédica son: aj, = f[k] = & Y., y- z[n]e IFwen Si
hacemos k = m y luego n = —k se obtiene:
fim] = & > N~ z[—k]e?k™ donde se observa que los
coeficientes de Fourier de los coeficientes ay, valen &x[—k]. Ejemplo
5.16 pag 394 de 2]
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Transformada de Fourier en Tiempo Discreto (DTFT) Dualidad

Dualidad

e Tercer Caso: Al comparar el par transformado de Fourier en tiempo
discreto y las ecuaciones de sintesis y de analisis de la CFS se observa
mucha similitud, de hecho, la expresidn x(ej“’) constituye, en si
misma, una expansién en serie de Fourier continua en w. Por lo tanto,
de la misma manera que en el primer caso, se puede aproximar el
calculo de la DTFT apoyédndonos en los conocimientos de la CFS.
Ejemplo 5.17 pag 395 de [2]
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