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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Ecuacién de Difusiéon y su Relevancia

La ecuacion de calor es un tipo de ecuaciéon de difusion, esta ecuacion puede ser usada para
describir el cambio en la temperatura de un material dadas ciertas condiciones de contorno e ini-
ciales, en esta ecuacion pueden incluirse términos que representen fuentes o sumideros de energia.
Bajo este enfoque la ecuacion puede ser generalizada al caso estocédstico introduciendo una fuente
estocastica, basicamente un ruido que introduzca o extraiga energia del sistema de forma aleatoria.

Sea u la cantidad en estudio y f una fuente de calor o materia por ejemplo, entonces:

ou 9
e = DV-u(t,x) + f,

donde D es el coeficiente de difusién, x es la coordenada espacial, t es el tiempo y V2 es el operador
laplaciano. Esta ecuacion serd resuelta en el caso unidimensional con una fuente de calor estocastica
y para ello sera necesario profundizar en la definicién de f.

La solucién de la ecuacion de calor estocastica puede ser estudiada analiticamente por medio de
la integral de Walsh, por otro lado la simulacién numérica de la misma se puede hacer utilizando
el método de Euler-Maruyama adelantado. En este trabajo se conseguira la solucién débil de la
ecuacion de calor estocastica. Esta ecuacion puede ser utilizada por ejemplo para modelar el com-
portamiento de térmico de un lago el cual obedece a grandes rasgos la ecuacion de calor, pero que
debido a efectos climaticos ha de presentar un comportamiento aleatorio.

En el presente trabajo se busca simular de manera numérica la ecuaciéon de calor estocastica con
ruido coloreado en el lenguaje de programacion Python.

1.2. Objetivos de la investigacion

1.2.1. Objetivo general

Simular numéricamente la ecuacién de calor estocastica con ruido aditivo en Python.

1.2.2. Objetivos Especificos

1. Resolver la ecuacion de calor deterministica.



2. Estudiar los fundamentos de los procesos estocésticos.
3. Simular el ruido blanco en Python.
4. Estudiar la ecuacién de calor estocastica con ruido aditivo.

5. Realizar una simulaciéon numérica en Python de la ecuacién de calor estocastica con ruido
aditivo.

1.2.3. Modelado y simulacion de los procesos de difusiéon en interaccién
con un sistema aleatorio

Los procesos de difusién aparecen de forma natural en diferentes a&mbitos, por ejemplo en el proceso
de extraccion del petroleo pesado se suele mezclar el mismo con un solvente que disminuya su co-
eficiente de viscosidad y facilite su extracciéon. Considerando que la cantidad de solvente necesaria
y la velocidad a la que se debe suministrar depende del coeficiente de viscosidad, tener estima-
ciones o medidas del coeficiente es 1til para poder optimizar el proceso, sin embargo las medidas
experimentales son dificiles de realizar, asi que un modelo teérico del sistema puede contribuir en
el proceso de extracciéon minimizando costos y el tiempo invertido.

Otro proceso de difusién que puede ser modelado es el proceso de la transferencia de calor, el mismo
puede ser estudiado por medio de la ecuacion de calor. El coeficiente que caracteriza a esta ecuacion
es conocido como el coeficiente de difusividad térmico, el mismo puede ser calculado en cualquier
proceso de transferencia de calor, como lo es en el caso del calentamiento de un lago por ejemplo.
Por otro lado existen generalizaciones de la ecuacién de calor que permiten incluir otros fenémenos.

El modelo parabdlico de Anderson es la ecuacién de calor incorporando un potencial aleatorio,
donde espacialmente el sistema se encuentra discretizado, esta situacion es conveniente para el
establecimiento del modelado numérico. Este modelo sirve para explicar procesos de transferen-
cia de calor en los cuales el sistema esté de alguna manera interactuando con algiin agente aleatorio.

Esta ecuacion puede ser utilizada para modelar el comportamiento de un lago cuya temperatura
puede fluctuar debido a diferentes factores, por ejemplo la presencia de nubes, disminuye el flujo
de calor que recibe la superficie del lago disminuyendo asi la temperatura en el mismo. Otro
fendmeno que puede influir en la temperatura del lago es el viento, el transporte de aire a la zona
inmediatamente superior al lago dificultara el establecimiento del equilibrio térmico y hara fluctuar
la temperatura en la superficie.

1.3. Metodologia de trabajo

Para el estudio la ecuacién de calor estocastica con ruido aditivo, primero se buscara definir qué es
ese ruido aditivo y por ello se comenzara estudiando sobre los procesos estocasticos, particularmente
el proceso de Wiener, luego se definira su extension en el espacio tiempo como la hoja Browniana,
para finalmente definir el ruido blanco y coloreado como la derivada de la hoja Browniana.

La resolucién de las Ecuaciones diferenciales parciales numéricamente junto a sus criterios de
estabilidad seran estudiados e implementados posteriormente en Python para la ecuacion de Calor
estocastica con ruido aditivo pequeno. El caso de nivel de ruido alto sera estudiado numéricamente



y ademas sera comparado el estado final del sistema en relacion a su estado inicial. Se espera que
el sistema diverga en concordancia con lo comentado por [Khoshnevisan, 2014], la introduccién de
ruido a una ecuacién diferencial parcial puede llevar a cambios significativos del sistema que se
estaba intentando estudiar.

1.3.1. Actividades

1.

10.

11.

12.

Revision de los fundamentos de los procesos estocasticos y las variables aleatorias. [Durrett,
1996; [Khoshnevisan, 2014].

Revisién de la ecuacién de calor determinista [Agranovich, 1994; Evans, 1998§].

Revisién de la formulacion y solucién de las ecuaciones diferenciales estocasticas ordinarias
[Oksendal, 2010]

Estudio de las propiedades de las variables aleatorias Gaussianas|Prato, 2014].

Estudio del criterio de estabilidad para la solucion numérica de la ecuaciéon de calor deter-
minista.

Simulacion de la ecuacion de calor determinista.

Simulacién del ruido blanco en Python.

Simulacién del ruido coloreado en Python |Gabriel J. Lord, 2014].

Estudio de la ecuacién de calor estocastica.

Solucion débil de la ecuacién de calor estocdstica con ruido aditivo |Gabriel J. Lord, 2014].

Simulacién numérica de la ecuacién de calor estocéstica con ruido aditivo [Higham, 2001}
Gabriel J. Lord, 2014].

Estudio del nivel de ruido y modelado numérico de la ecuacién de calor estocéstica [Khosh-
nevisan, 2014].



Capitulo 2

La Ecuacion de Calor Determinista

2.1. Problema Fisico de la Ecuacion de Calor

La ecuacién de calor es una ecuacién diferencial parcial cuyo nombre se debe a que la misma puede
ser usada para describir como ocurre la transferencia de energia en un sistema en forma de calor.
En este capitulo se estudiara el origen fisico de la misma, se conseguira la solucién usando distintos
métodos y se hard un primer acercamiento al problema estocastico.

2.1.1. La Ecuacion de Difusion

La ecuacion de calor es un tipo de ecuaciéon de difusién, la misma se puede usar para modelar
muchas situaciones como la extraccion de petréleo [Khalifi, 2021], el comportamiento térmico de
la superficie de un lago |[Vercauteren et al., 2011] o como una herramienta para la Resonancia
Magnética Nuclear [Baliyan et al., 2016].

El caso particular en que el sistema no esta en presencia de una fuente o sumidero se conoce como
la ecuacién de difusion homogénea:
oo

_ 2
a6 = DV (¢, %)

2.1.2. La Ecuacion de Calor

La ecuacion de calor que en este trabajo sera llamada la Ecuacidn de Calor Determinista (ECD)
tiene la misma forma que la ecuacion de difusién solo que en esta ecuacién ¢ representa la tempe-
ratura y se suele escribir como u. Con esto en mente la ecuacién de calor no homogénea seria

ou 9
— = 2.1
5 EV u + f, (2.1)

donde u(t,x) representa la temperatura en el punto x en el instante ¢ y & es la difusividad térmica.
Cuando f es igual a cero se le conoce como la ecuacion de calor homogénea:

(ZZ = kV?u, (2.2)

con la finalidad de simplificar la notacién, la ecuaciéon se suele escribir como:

u—Au=f



donde u; = ,uy A = V2. Como u representa una temperatura o concentraciéon quimica es definida
positiva u : [0,00) x U — R y U dependera de las condiciones de contorno e iniciales asociadas al
problema particular en estudio.

2.1.3. Interpretaciéon Fisica de la Ecuaciéon

Esta ecuacion se suele deducir por medio de un teorema de conservacion, en el caso de la ecuacion
de calor es la conservacion de la energia térmica y en el caso del proceso de difusion asociado algin
quimico es la conservacion de la materia. La idea consiste en calcular la tasa a la que cambia la
energia en una region V y asociarla al calor que entre o salga por sus fronteras. Matematicamente
esto seria:

d
il — F. 2.
o /v cpudz - ds (2.3)

donde F representa el flujo y el signo menos se usa para indicar que si F es paralelo a —dS
entonces esta entrando energia o materia al sistema y aumenta la cantidad u en el tiempo, ademés
dx representa el diferencial de volumen en el espacio n—dimensional. Ademés ¢ representa el calor
especifico y p la densidad de masa volumétrica. En el caso en el que existan fuentes o sumideros de
energia (), es decir un fenémeno externo al sistema que introduzca o extraiga energia del mismo:

d
—/ cpudr = —/ F-dS +/ Qdx (Ec. de Continuidad)
dt Jy oy 12

Usando el teorema de la divergencia Gauss:

jt/vcpudx:/cpat /V Fdl’+/@dl‘

y reescribiendo:

/(cpgt—i-v F—i—Q) dr =0

Por cuestiones de simplicidad se asumi6 que c¢p no dependen del tiempo, en caso de que estas pro-
piedades cambien con el tiempo quedan un términos adicionales que tendrian que ser considerados.
Por otro lado el flujo puede ser reescrito por medio del gradiente de v usando la ley de Fourier:

F=—KVu, (Ko>0) (2.4)

donde el signo — indica que la energia pasa de la regién caliente a la fria (buscando el equili-
brio térmico) y en el caso de la concentraciéon quimica que las regiones de mayor concentracion
se moveran hacia las regiones de menor concentracion (en direccién contraria del gradiente) bus-
cando homogeneizar la concentracién de gradiente en el medio. Usando la expresion de arriba y
reescribiendo:
N 4 Vud f =kt f, k=lo ;@
ot cp cp

donde £ es la difusividad térmicaE] y tiene unidades de m?/s. Esta ecuacién suele ser escrita como:

(2.5)

ou /

i =Au+f = uy=A~Au+f, t'=kt, [ = E (2.6)

1En el caso de la Ecuacién de Calor



al escribir la ecuacion de esta manera nétese que t' tendria unidades de:

m
t' =kt — [t = [k][t] = — - s = m?,
s
es decir que t’ tendria unidades de m?. En la seccién siguiente se usara esta notacién y se especificara

en caso de ser necesario.

2.2. Soluciones y Representaciones de la ECD

En el estudio de las Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP), cada método que nos permite
conseguir soluciones especificas tiene consigo perspectivas que contribuyen en la interpretacién
de la ecuacion. Para iniciar el estudio de la Ecuaciéon de Calor Determinista (ECD) se comenzara
usando el método del andlisis dimensional, luego se usara la transformada de Fourier y como tltima
aproximacion se usaran las series Fourier.

2.2.1. Analisis Dimensional

Una manera de resolver la ECD es haciendo un analisis dimensional de la misma. La idea consiste
en realizar una dilatacién de las variables (aca del espacio y el tiempo) y buscar que relacion han
de tener esas dilataciones para que la ECD sea invariante.

Comencemos notando que tiene 2 derivadas espaciales y una temporal, por la forma de esta
ecuacién sabemos que si u(t, z) es solucién, entonces u(A\%*t, Ar) con X € R también ha de ser una

solucion ver [ALT.1]

Para este analisis en particular se hara el cambio ' = kt, basicamente se medira el tiempo en
metros cuadrados. El escalamiento obtenido indica que el cociente |z|?/kt es relevante, en el andli-
sis de la ecuacion de calor, esto se hara evidente méas adelante analizando la convergencia de la
solucién usando el método de Euler.

Esperamos que la solucién tenga la formaE]

2
u(t,z) =v <|xt’> (t>0, x € R"), (2.7)
donde v es alguna funcién desconocida, busquemos entonces una soluciéon en la forma:
1 T
u(t,z) = ol (tﬁ) (t>0, x € R"), (2.8)

donde o y (B se encontraran luego. La solucién ha de ser invariante bajo un escalamiento de
dilatacién. El procedimiento se desarrolla con detenimiento en obteniendo:

b e

u(t,z) = € (2.9)

El valor de b puede obtenerse considerando que [z udz = 1. Esta solucién que hemos encontrado
es conocida como la solucién fundamental de la ecuacion de calor, tomando a la soluciéon como
cero para t < 0.

2En el resto de la seccién se omitird el 7 en ¢’ al escribir a t.

10



2.2.2. Problema del valor inicial (Cauchy) en R”

El analisis dimensional de la seccién anterior nos da una idea de la solucién a la ECD y ademaés
introduce la idea del cociente |z|?/kt y su relacién con la solucién. En esta seccién se abordara el
tema de las condiciones iniciales CI y como se relacionan con la solucién. Especificamente acd se
aborda el problema del valor inicial (o de Cauchy):

gltb =kV?u  en (0,00) x R"

u(t,z) =g(x) en{t=0} xR"

(2.10)

Puede ser resuelto bajo ciertas hipotesis sobre g usando la transformada de Fourier. Definiremos
la transformada de Fourier espacial F(z,t) de f(z,t) como:

F{fy=F(t,7) =

(Qi)n / f(ta)e®*da (2.11)

Entonces se puede ver que la transformada de fourier de la ecuacion de calor junto al problema
del valor inicial es:

}"{ZL} = F{kV?*u} en (0,00) x R" (2.12)
Flu(t,z)} = F{g(z)} en {t =0} x R"
donde se definira:
Flult )} = 5. /R ult,x)e™*de = U (1,7) (2.13)

En el apéndice se realiza la transformacién de esta EDP, obteniendo asi la solucién en
términos de la transformada U(7, t):

ou

= kU = U(Tt) =c(@)e ™. (2.14)

y por medio de la transformada de Fourier de la condicién inicial entonces:
U(T,t) = G(T)e " (2.15)
Esta ecuacion se puede resolver pensando en et como la transformada de Fourier de una funcién

h(t, z) y utilizando el teorema de convolucién para hallar la inversa de U (¢, T) que es la temperatura
u. El procedimiento de hallar la inversa de e~ kTt requiere del uso de la delta de Dirac y se detalla
en el apéndice. De alli se puede ver que la inversa de H(t,T) = et gerfa:

h(t S = —kt (72 + L ’ dz, '
= 4kt
(t,x) e /Rexp (wl Z2kt> T

Esta tltima expresion se puede reescribir usando el valor principal de Cauchy (el libro [Ruel, 2009]
cubre éstos asi como multiples teoremas que se usardn mas adelante), para escribir esa integral en
R como un limite:

T

2 2 n
— e am { i R =
h(t,x) = e {Tlgglo/_rexp [ kt <xl +22k‘t> ] dml} ,

11



En el apéndice se desarrolla esta integral con lo que se obtiene:

h(t,x) = <;;)n/2 exp (—i) (2.16)

Es decir que ya conocemos las funciones no-transformadas tales que:

U(t,z) =G(T)H(t,T) (2.17)

Ahora vamos a conseguir la transformada inversa de una funcion (U(t,T)) que es el producto de
dos transformadas (G(Z) y H(t,T)). Para reescribir a u(t, z) se usa el teorema de convolucion, ver
A23 1 S
t,r) = / N ——|da 2.18

ultr) = [ 06) e |~ | (215)

donde ha aparecido lo que en algunos textos es llamada la funciéon de influencia o solucién funda-
mental de la ecuacion de calor:

1 [ (r—2')?
——eXp | ————— 2.19
(drktyn2 P |7 ag (2.19)
puede probarse por ejemplo que I'(¢,z,0,2") = ['(t,z — 2/,0,0). Ademds la misma estd definida
para t > 0, que era una condicion para la convergencia a cero de la expresion que se puede ver en
el apéndice Se puede probar sin ningtn problema que:

L(t,z,0,2") =

/Rn [(z—2',t,0,0)d(zx —2') =1 (2.20)

ademas se puede verificar con la condicién inicial que:

lim u(t,z) =g(z) = lim (x');ex ey dr' = g(x)
isor O = t—0+ JRn g (4mckt)n/? P 4kt — 9
ésto es cierto si:
1 (x —2')?
lfm ——exp |2 T — 5z — o 2.21
ot (drkt)nz P [ Akt o ) (2.21)

va que la delta de Dirac tiene la propiedad buscada como se mostré anteriormente en [A.T5] lo que
muestra el caracter irregular de la solucién en t = 0, es decir que el proceso comienza como un
pulso en el espacio. Por consiguiente podemos ver que:

u(t,z) = /Rn g(2"®(t,x — 2')dz' (2.22)

que la solucién a la ecuacién de calor es la convolucion del valor inicial de la funcién (0, x) con la
solucién fundamental de la ecuaciéon de calor trasladada.

1 a2

W@ 4kt (t >0x € Rn)
Ot 2) =\ 5(a), (t=0, z €RY) (2.23)
0, (t <0, z € RY)

Se puede mostrar asi como se hace en [Lawrence, 1997] que el problema de la ecuacién de calor puede
ser planteado en términos de la solucién fundamental de la ecuacién de calor ®(z,t) inicamente.

12



2.2.3. La ECD en un intervalo de R - Series de Fourier

La ECD se puede resolver en el caso de volumen finito por medio de series de Fourier. Esta idea
es presenta porque algunas de estas herramientas como la representacion de la solucién como una
serie en términos de alguna base en particular de igual manera se rescata en el caso estocastico. En
este enfoque adicionalmente se verificara que la soluciéon planteada como serie es la tinica solucién
a [2.24] Para abordar este enfoque a la ECD podemos plantearla de la siguiente manera con las
siguientes condiciones de contorno:

EC: w = Uy, en (0,00) x [0,1], sujeto a
CL  u(0,z) = up(x) en [0,1], vy (2.24)
CC: u(t,0) =u(t,1)=0 Vt>0

donde uy € L?[0, 1] estd ya definido. Podemos resolver esta ecuacién considerando la condicién de
contorno de u(t,0) = u(t,1) = 0. Usando series de Fourier. Primero hagamos que

n(x) = Asin(nmx) z € [0,1], n>1. (2.25)

Entonces, escribamos cualquier solucién de L?[0, 1] en series de Fourier como:
u(t,z) = up(t)n(x) (2.26)
n=1
donde por medio de la ortogonalidad de la base escogida {1, (z)}, podemos llegar a

() = /O Lt ) (2)da (2.27)

finalmente incorporando la notacion:

un(t) = (u(t), ) = /0 Lt ) (z)da (2.28)

del producto interno, que sera util mas adelante para conseguir la solucion de la Ecuacién de Calor
Estocasticas (ECE). Esta notacién es interesante ya que nos permite estudiar la evolucién de u
por medio del producto interno definido, vedse que

Un(t) = ((t), ) = (" (t), ¥n) (2.29)

usando esta idea se puede reescribir la solucién como:

u(t,z) = fj@o,wn)e*"%?twn(x) e L*[0,1] (2.30)

n=1

Esta expresion es 1util y escribiremos una expresion similar mas adelante al estudiar la ECE. De
momento consideremos que [Khoshnevisan, 2016]:

Teorema 2.2.1 (Unicidad). Siug € L?[0, 1], entonces es la unica solucion a en L?[0,1].
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De acé sale algo interesante. Definamos:

= i U (2) U (y)e ™ (kernel de calor) (2.31)

para todo t > 0y z,y € [0,1]. Entonces, para todo y € [0,1] fijo, u(z,t) := pi(x,y) resuelve
débilmente la ecuacién dado un pulso uy = 6,. Por lo tanto p,, >0V ¢ >0, (z,y) € (0,1)%
por el principio del maximo. Entonces definiendo:

(P)@) = [ mlw ooy >0y oy e 0,1] (232)

donde Fyp := ¢ representa la identidad. Esta idea de semigrupos para la representaciéon de la
solucién serd retomada mas adelante en el estudio de la Ecuacién de Calor Estocastica (ECE). De
momento, podemos ver que:

(Pop)(x Z @, Yn)e ™ Y, (z) (2.33)

esta expresion tiene la misma forma de|A.34} asi que gracias a esta ecuacién y definiendo u(z,t) :=
(Pyug)(z) podemos concluir que esta es la tinica solucién a [2.24]

2.3. Simulacién de la EC-1D en Python

Como un primer acercamiento al modelado de la ecuacion de calor (EC), se modelara la misma
en Python. Para ello primero se encontrara la solucién numérica, luego se analizard el criterio de
estabilidad para la soluciéon y mas adelante se hard una simulacién en el caso en que no hay fuentes

Q=0:

2.3.1. Solucion numérica - Método de Euler Adelantado

La Ecuacién de Calor 1D no homogénea con fuente de calor Q(t, z) puede ser modelada en Python
usando el método de Euler adelantado [Hans Petter Langtangen, 2017]. Este método es uno de
los mas sencillos para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden aunque puede
tener problemas de inestabilidad para ciertos tipos de ecuaciones. Con la finalidad de asegurar
la estabilidad del método mas adelante se estudiara el criterio de estabilidad para la ecuacién de
calor.

El primer paso consiste en construir una cuadricula espacio temporal donde ocurre el fenémeno:

x; = iAw, i=0,...,N, (2.34a)
t;=jAt,  j=0,... N (2.34b)

Se espera que la ecuacién de calor en una dimension:

9 u(t,z) = ka—Qu(t x) +Q(t,x) (2.35)
ot Ox? T '
se cumpla en en estos puntos de la rejilla definidos, es decir que:
0 o?
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El siguiente paso consiste en reemplazar las derivadas usando el método de las diferencias finitas.
Se puede escribir la ecuacién de arriba como:

u T — u?, | — 2u” + u?
j i pitl J J—1 toox. 2.37
At Al’Q + Q( ny x]) ( )
es decir que:
W=l + Fuly, — 20 +ul) + Q(t, 1) At, (2.38)

donde se introdujo el nimero/maédulo de Fourier:

At

Pkt
Ax?’

(2.39)

F' es un ntimero adimensional que es importante para asegurar la estabilidad del método. En la
siguiente seccion se estudiara esto.

2.3.2. Criterio de estabilidad

Con la finalidad de estudiar la estabilidad de la solucién, consideremos primero como se vi6 ante-
riormente que la solucion puede ser expresada como una serie de Fourier, basicamente por medio
de una superposicién de ondas planas. Una vez se ha discretizado el problema (q identificando el
lugar en la rejilla):

U;r]z _ e—kaQntez‘anm — Angiow (24())

Como |A| representa la amplitud de estas ondas, la estabilidad dependera de que |A| < 1 |[Hans
Petter Langtangen, 2017], con ello aseguramos que la suma de amplitudes no diverja. Por lo tanto:

ou ) An-i—l — A" ] A—1
P iagAz (A2 4 — plaz gn ()
ot~ ¢ ( At ) ‘ At )

por otro lado:

a?u eianx-i—iozAac o 2€ianx + eioqua:—iaAw
~ A"

ox? A2
Aneian:v oA CioAs Aneianx
—Tﬁ(e —2+e ):Taﬁ(2COS(OZA$)—2)
Aneianz Aneia:c . alAzr
= _2ng2 (1 — COS(CVAI‘)) = _4T3;2 S1n < B ) .

Por lo tanto:

joz an (A—1Y\ Areer  (aAx
A (m)—’“[ g s ( 2 )]

despejando a A:

A A
A=1—4ktsm2<a x) —  A=1-4Fsin’p (2.41)
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donde F' es el nimero de Fourier que habia aparecido previamente y p = kAx /2. Hay varias cosas
que senalar en esta expresion de arriba. Primero, la solucién numérica seria de la forma:

ul = (1 — 4F sin® p)"e’*127, (2.42)
la condicién de estabilidad como lo habiamos comentado era |A| < 1 entonces:
4F sin*(p/2) < 2

el valor mas grande que puede tomar el seno es sin?(p/2) = 1, entonces un criterio de estabilidad
suficiente seria:

1
“F<2 = F<g, (2.43)
o escrito en términos de los parametros fisicos:
EAt 1
— < = 2.44
Ax? — 2 (2.44)

Esta consideracién ha de ser implementada al codigo de manera que arroje un error en caso de que
los valores escogidos para k, Az y At arrojen un F' mayor a 1/2.

2.3.3. Implementaciéon en Python y resultados

El cédigo puede ser implementado en python usando la libreria NumPy para la manipulacién de
vectores, matrices y calculo numérico, junto a las librerias Matplotlib.pyplot y Seaborn para la
representacion grafica de la solucién y Pandas para representar la informacion como un dataframe.
El c6digo utilizado para conseguir la solucién a la ecuacién fue:

# Solucion de la ecuacidén de calor en 1D por el método de Euler

# Importando librerias

import pandas as pd # Manipulacidn de dataframes
import matplotlib.pyplot as plt # Visualizacidén bdasica

import seaborn as sns # Visualizaciones con dataframes

import numpy as np

# Graficando algunos elementos

sns.set_theme () # Fijando el tema estdandar de Seaborn

# Estableciendo las constantes
media = 0

desviacion = 1

# Definicidn de constantes
k=0.5 # Conductividad térmica

# Creando rejilla espacio-temporal

x_0, x_f, delta_x = 0, 1, 0.01 # Estableciendo la rejilla en x
x = np.arange(x_0, x_f, delta_x) # Discretizacion de la region [z {0F, z_{f}]
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t_0, t_f, delta_t = 0, 0.2, 0.00005 # Estableciendo el intervalo temporal
t = np.arange(t_0, t_f, delta_t) # Discretizacion temporal de [t_{0F}, t_{f}]

# Condiciones de contorno e inicial

u_x_0 = [np.sin(np.pi*x) for x in x] #Temperatura inicial (distribucion de la temperatura
- en t=t_{0})

uO0_t =0 # Condicion de contorno I

uf t =20 # Condicion de contorno II

# Solucion de la ecuacion de Calor

def EC_Calor(x, t, ux 0, u O_t, u_f t, k):

# Creacion de rejilla discreta en el espacio tiempo

n_x = len(x) # Namero de intervalos de posicion
n_t = len(t) # Namero de intervalos de tiempo
dx = (x_f - x_.0)/(n_x - 1) # Incremento en =
dt = (¢t f - £.0)/(n_t - 1) # Incremento en y

# Inicializando la funcion de temperatura (tiene dos indices porque es el caso 1D, espacio
— Yy tiempo)
u = np.zeros((n_x, n_t)) # Matriz de ceros espactio-temporal / uw representard la

— solucion

ul:,0] = u_x_ 0 # Se fija la primera columna como la distribucidon inicial de
— temperaturas
ul0,:] = u_0_t

uln_x-1,:] = u_f_t
# Numero/Modulo de Fourier / Verificando criterio de convergencia
F = kxdt/(dx**2)
assert F <= 0.5, f"El c6digo no compilarad porque F = {F}, y deberia ser F <= 0.5"
for i_t in range(0, n_t-1):
for i_x in range(l, n_x-2):
uli_x, i_t+1] = uli_x,i_t] + Fx(uli_x-1,i_t] - 2*uli_x,i_tl+uli_x+1,i_t])
return u, x, t, F
u, x, t, F = EC_Calor(x, t, ux 0, u O_t, u_f t, k)
df = pd.DataFrame(u, index=x.round(3), columns=t.round(3))

fig, axs = plt.subplots(figsize=(16,6))
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s = sns.heatmap(df, ax=axs)

s.set(xlabel='Tiempo (s)', ylabel='Posicién (m)')

plt.title(r"Solucidén a la ecuacidén de calor: $\dfrac{\partial u}{\partial
— t}r=k\dfrac{\partial“{2} u}{\partial x"{2}}$, con $u(x,0)=\sin(\pi x)$ y
<  $u(0,t)=u(L,t)=0$", y=1.05)

plt.tight_layout()

plt.savefig("SolEcCalor.png")

plt.show()

La imdgen arrojada por el codigo de arriba muestra en el eje y a la posicién (m) con el 0 en la
parte superior y 1 en la parte inferior, por otro lado en el eje x aparece el tiempo en (s) de 0 a 0,2.
La escala de colores estd entre 0 negro y 1 blanco, los tonos rojizos corresponden a temperaturas
entre 0,5 y 1 y los tonos morados entre 0 y 0,5.

kﬁ[.f

Solucion a la ecuacion de calor

con ulx, 0) =sin{m¢) y u(0, t) =ulL, t)=0
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Figura 2.1: Solucién de la ecuacién de Calor usando el método de Euler adelantado.
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este fue el resultado obtenido estableciendo como condicién inicial u(0, z) = sin(7x), y como condi-
ciones de contorno u(0,t) = u(1,t) = 0 de temperaturas fijas. Implicitamente estas condiciones de
contorno sugieren que el sistema se encuentra en contacto con reservorios térmicos de temperatura
0 en ambos extremos.

Notese que a medida que avanza el tiempo la temperatura en la parte del medio va disminuyendo
(pasa de un tono blanco a rojo y luego a morado). Esta imagen puede ser pensada de la siguiente
manera, una linea vertical representa la temperatura en distintas posiciéon para un instante de
tiempo y una linea horizontal representa la evolucién de la temperatura para una posicién en
particular.

2.4. Primer Acercamiento al Caso Estocastico

En esta seccién se hard una aproximacion informal a la Ecuacién de Calor Estocastica similar a
como se hace en [Hairer, 2009]. La idea sera tener una idea sin ser completamente formales sobre
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que esperar de la solucién a la ECE.

2.4.1. Ecuaciéon de Calor Estocastica - ;Qué se necesita?

Representemos la solucién

|z —y|?

1 -
u(t,x) = (47rt)”/2/Rne " ug(y)dy

At

usando la notacion u(-,t) = e“'uy. En analogia al caso de una ecuacién lineal del tipo dyu = Au.
Para la ecuaciéon no-homogénea se tendria

t
ult, ) = e®ug +/ A=) £ (s, -)ds. (2.45)

0
Supongamos que f es un ruido blanco espacio-temporal, cosa que atin no hemos definido. Pero
que podria estar caracterizado por un proceso Gaussiano centrado ¢ tal que E¢(s, x){(t,y) =

St —s)d(x —y).

La Ecuacion de Calor Estocdstica en R™ seria

= Au+¢, R, xR" = R. (2.46)
El caso mas sencillo seria para ug = 0
(o) = [t [ (s )dyd (2.47)
u(t,r) = ) (dxlt — s|)"2 e s,y)dyds .

Este es nuevamente un proceso gaussiano centrado pero cuya funcién de covarianza es mas com-
plicada.

La solucién u(t, z) comienza a tener problemas para ser definida en dimensiones n > 1yenn =1
es diferente en relacién a las EDOE, las cuales son en general Holder continuas en el tiempo para
todo oo < 1/2, pero no para o = 1/2.

2.4.2. Definicion de la covarianza

Sea u(t, ) la solucién a la ECE [2.47] entonces su covarianza esté definida por

C(z,y,s,t) := Elu(z, s)u(y, t)] (2.48)

por invarianza traslacional estadistica se tiene que C(z,y,s,t) = C(0,z — y, s,t), entonces

t s c—yl®__|y'|?
C(s,t,0,z) = 471r E/ / / /]R P —r’|"/;|t oIOE e L;(tfl)*4957%5(:%r)ﬁ(y',r')dydy’dr’dr
sAt le—yl2 _ _|yI?
471' / /n |87T\”/2|t T|n/26 e
sAt
47r / /n s — ,r‘n/2|t — |/ x exp(A)dydr.
donde

P S €. ) N /| W i
At —r) 2t—r) As—r) 4Alt—r)
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Completando cuadrado se puede resolver la integral de y (Gaussiana)

2
n/2 o |Q?‘
C(s,t,0,2) = > / (s+t—2r)" expl 4(s+t—27’)]dr

1 s+t | ’2
= [ dl.
gn+l jL—ﬂ P ( 4l )
La singularidad de [ = 0 es integrable si y s6lo si n < 2, de manera que C(0,0,t,t) es finito solo
en el caso unidimensional.

2.4.3. Regularidad y comportamiento asintético
La regularidad de la solucién u dependerd del comportamiento de C' en la cercania a la diagonal

r =1y, s = t. Regularidad temporal (z = 0)

1 [s+t|
O(s,1,0,0) = Z/

ls—t|

1
V= o (ls )7 — s — t]7).
es decir que en el caso unidimensional con s & t se tiene el comportamiento asintético:
Elu(0, s) — u(0,t)|* ~ |t — s|%

comparando esto con el movimiento Browniano E|B(s) — B(t)|*> = |t — s, se puede concluir que
el proceso t — u(x,t) es casi seguramente para x fijo a-Holder continuo con o < 1/4 y no para
a=1/4.

Estudiemos ahora la regularidad espacial haciendo s =t y 2z = |z|>/4l por simplicidad

’33‘ _%e_zdz = ﬁe_% + m b z_%e_zdz

C(t,t,0,z) = 2 o2
8 Jzi2 4 4 Je

es decir que en la vecindad de z (|z| pequeﬁo):

O(t, 1,0,z —+ |x’/ e (2.49)

Esta expresion indica que dado un ¢, la solucién u es parecida al movimiento Browniano en el
espacio sobre escalas de longitud del orden de t'/2. Nétese que a estas escalas de longitud el mo-
vimiento Browniano fluctua alrededor de t'/4, que es del orden de magnitud de E|u(z,t)].

. Qué se puede esperar de la solucién u[Hairer, 2009]7

» Dada una ubicacion en el espacio, la ECE tiene casi una continuidad de 1/4-Holder a dife-
rencia del caso Browniano continuidad de 1/2-Hoélder.

= A diferencia del caso determinista, el proceso no parece ser suave. Esto implica un problema
ya que el mapeo z — u(t, ) no serd dos veces diferenciable.

» Aunque en el caso determinista e®u — 0 para t — oo y cualquier u € L?, la solucién a la
ECE tiene la propiedad de que E|u(t, z)|?> — oo para un z fijo y t — oco.

con estos elementos en mente podemos pasar a estudiar los procesos estocasticos para luego analizar
la ECE.
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Capitulo 3

Procesos Estocasticos

Utilizando las herramientas de los espacio de medida como fue presentado en podemos definir
lo que es un proceso estocastico y con esta idea presentar los conceptos del movimiento browniano
también conocido como el proceso de Wiener.

Definicién 3.0.1 (proceso estocastico). Un proceso estocdstico es una coleccién parametrizada de
variables aleatorias {X;}ier, definida en un espacio de probabilidad (€2, F, P) y que toma valores
en R™.

El pardmetro T' usualmente es tomado en [0, 00), pero pudiese ser también un intervalo arbitrario
[a,b] de enteros no-negativos e incluso subconjuntos de R™ cuando n > 1. Note que para cada
t € T se tiene una variable aleatoria, es decir:

w— Xi(w); w e
por otro lado dado un evento w € 2 podemos considerar la funciéon
t— Xy(w); teT

el cual es llamado el camino de X;. En este contexto t suele ser pensado como el tiempo y w es
pensado como las realizaciones de un experimento o una particula. Podemos pensar en t y w como

variables del proceso estocastico:
(t,w) = X(t,w)

que va de T' x € a R™.

3.1. Variables Aleatorias (Gaussianas

Las variables aleatorias gaussianas pueden ser usadas para modelar procesos estocasticos. Esta
idea es usada por ejemplo en [Khoshnevisan, 2016] para el ruido blanco espacio-temporal que se
usa en la ECE. Con esto en mente definamos lo que seria una variable aleatoria Gaussiana:

Definicién 3.1.1 (Variable aleatoria Gaussiana). Una variable aleatoria Gaussiana X es una
variable aleatoria con una funcién de densidad de probabilidad (PDF):
1 _emw?

fX(x):We 207 (3.1)

donde (p, 0?) son los pardmetros de la distribucién. En este contexto se suele escribir:

X ~ Gaussian(u, 0?) o X ~N(uo?), (3.2)
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otra definicion que sera de utilidad es la de Variables Aleatorias Conjuntas Gaussianas:

Definicién 3.1.2 (Variables aleatorias conjuntas Gaussianas). Unas variables aleatorias X, Xo,
..., X, son conjuntamente gaussianas si cualquier combinacién lineal no trivial es una variable
aleatoria gaussiana. Es decir:

a1 X1 + asXs + -+ - + a, X, es Gaussiana V(aq, as, ...,a,) € R"\ 0 (3.3)
Esta idea permite introducir el concepto de un vector aleatorio Gaussiano:

Definicién 3.1.3 (Vector aleatorio Gaussiano). Un vector aleatorio Gaussiano es un vector alea-
torio X = (X1,...,X,)T cuyas componentes son conjuntamente Gaussianas.

Para probar la existencia de los procesos de Wiener se usara adicionalmente el siguiente teorema:

Teorema 3.1.1. Sean &,...,& vectores aleatorios Gaussianos. Entonces el vector (&1,...,&k)
construido de todas las coordenadas de los &;’s también es un vector Gaussiano.

y para la construccién del proceso de Wiener en la semirecta [0, c0) se usara

Teorema 3.1.2. Sea & un vector d-dimensional Gaussiano, n € Ry, Q a la matriz (kxd). Entonces
n + Q& es un vector k-dimensional Gaussiano. En otras palabras la imagen afin de un vector
Gaussiano es un vector Gaussiano.

Con estos elementos podemos definir lo que seria un proceso aleatorio Gaussiano:

Definicién 3.1.4 (Proceso aleatorio Gaussiano). Un proceso aleatorio X (¢) es Gaussiano si sus

muestras X (t1),..., X (t,) son conjuntamente Gaussianas para cualquier n € N y distintos ¢y, to,
ln.
»vn

Con estas herramientas se construirda mas adelante la hoja browniana como una generalizacién del
movimiento browniano con una dependencia espacial.

3.2. Proceso de Wiener

En el ano 1827 el Botanico Escocés Robert Brown observé que un grano de polen que se encuentra
en la superficie de un liquido en reposo realiza un movimiento irregular. Actualmente este fenémeno
es conocido como el Movimiento Browniano, el mismo fue explicado mas adelante por medio de
colisiones aleatorias con las moléculas del liquido. Para describir matematicamente este fenémeno,
parece ser natural usar el concepto de proceso estocastico By(w), donde w representa el grano de
polen y t el tiempo.

Bajo esta premisa al estar un grano de polen en la superficie del agua tendriamos un w fijo y lo
que describiria este proceso estocastico es el camino de la particula. La construcciéon matematica
rigurosa de este fenémeno se realizé el afio 1923 por Wiener, por ello a este proceso estocastico
se le conoce también por el nombre de proceso de Wiener (en el apéndice se prueban algunas
propiedades de este).

Los procesos de Wiener pueden ser usados para generar una amplia variedad de procesos estocasti-

cos continuos. El proceso de Wiener puede ser unidimensional o de varias dimensiones. Comencemos
por simplicidad definiendo el caso unidimensional:
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Definicién 3.2.1 (proceso de Wiener 1D). Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad, T € (0, o0]
un nimero y supongamos que para todo w € Q, t € [0,7) hay definida una funcién real w;(w).
Diremos que w; o (0 wy(w)) es un proceso de Wiener unidimensional en (2, F, P) para t € [0,7T),
si

(a) para cualquier entero n y cualesquiera ty, ..., t, € [0,T), el vector (wy,, ..., w;, ) es Gaussiano
y ademéas Ew; = 0, Ew,ws = min(¢, s) para todo t,s € [0,T),

(b) w¢(w) es una funcién continua de t en [0,7) y wy(w) = 0 para todo w € Q. Si T < oo,
wi(w) estd definido y wy(w) es continuo en [0, 7], diremos que w; es un proceso de Wiener
en el intervalo [0,7]. Dado un w fijo llamaremos a w;(w), como una funcién de ¢, un camino
muestral (o trayectoria) del proceso de Wiener.

La prueba de la existencia del proceso de Wiener y su construccion se hara a continuacién:

3.2.1. Existencia de un proceso de Wiener

Comencemos probando la existencia del proceso de Wiener en la region [0, 7]

Teorema 3.2.1. Sean ny(w),n (w), ... variables aleatorias independientes normal-estandar en un
espacio de probabilidad (2, F, P). Entonces para alguna secuencia de enteros N(k) — oo y para
casi todo w la secuencia de funciones

1 1
wh = Ttno Z N (w)— sm (nt) (3.4)

converge a medida que k — oo uniformemente en t € [0, 7], a una funcion wy(w), la cual es el
proceso de Wiener en [0, 7).

Demostracion. Consideremos la definicién de un proceso de Wiener Para probar la existencia
del proceso, asumamos que hemos probado la existencia del proceso en [0, 7], en ese caso seria
natural representarlo como una serie de Fourier, expandiendo en términos de sinnt. Seria algo

como
N(k)

Z M (w) By, sin(nt)

pero ya que sin(0 = sinnt = 0, para asegurar la convergencia 7, ~ N(0,7), . # 0, entonces se
-4 = t _ s ot :
expandira con 7 :=1; — ~7)y, €N ese caso, 1y = 7; + <1, es decir que

Byt
wi (W) ~ 70770 )+ Z M (w) By, sin(nt)

de la discusién anterior es natural [Krylov et al., 1995][]

1 1
wi(w) := Ttno Z M (w)— sm (nt)

!Esta construccién se debe a Norbert Wiener y se puede conseguir en la coleccién de sus trabajos publicados
[Wiener, 1976].
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Comencemos con la deduccién de[3.4] primero probemos que la esperanza es cero y luego calculemos

la varianza:
N(k)

Efut (w)] = \}%tE[no(W)] e > " sin e[ ()] = 0

donde E[n,(w)] = 0, ahora calculemos E(|wF — w¥|?). Sea ¢(t) = E|w,,+ — ss|* para t,s > 0y sea
r>0

o(t + 1) = Elwe | = Elwpyyr — wy + wy — wol
= El(weyr — we)® + 2(wepr — wp)(w; — wo) + (wy — wp)?]
= E|wir — wi|* + 2E[(wiyr — w,) (w; — wo)] +E|wy — wol?
0
= Elwyr — wif* + Jwy — wol? = (1) + (1)

La tunica solucién continua de ¢(t + r) = @(t) + ¢(r) es ¢(t) = ct, donde ¢ es un factor de
escalamiento. Tomando ¢ = 1, vemos que es natural asumir que

Elw; — ws]? = Elwsy—s) — ws|* = |t — 5]

ahora probemos rigurosamente

lim Ejw’ — s*? = Elw, — w,|?
k—o0
2
E|—~(t - 2 W)~ [sinnt —sinn]
=E|— n Slnn — sinns
NG el
1 231
(t — =N = t — si 2=t — s, t,s €0,
7T s) W;TL sinnt — sinns)® = |t — s s € [0, 7]

para esta prueba comencemos definiendo el indicador g;(x) del conjunto x € (—t,t)

a(x) = {1, six e (—t,1)

0, de otra manera

expandamos esta funcién (que es par) en una serie de Fourier

1 o oo
gi(x) ~ §a0 + Z @, COSNT + Z b, sin nx

n=1 n=1

calculando los coeficientes

2 gt 2t 2 gt nwx 2 gt 2sinnz |t 2sinnt
aoz—/dxz—, an:/cos<>dx:/cosnmdx: =
0 ™ mJo T 7 Jo T n nm

entonces

> sinnt
Z COS NI

n=1

t 2
gilw) = —+ =~
™

por lo tanto

+

cosnx

t—s 2& smnt—smns]
gi(x) — gs(x) = . >

n=1
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ahora usemos la identidad de Parseval:

1
—/ |dx—§a0+2a +02)

aca b, = 0, es decir que

1y 5 1[2(t— >, 4(sinnt — sinns)?
- — go(2)2dx = =
L[ loe) -~ saaan = g [ 5 At
(t—s5)> 4 & (sinnt — smns)
=2 . 72 Z
1 (t s)? 2 >, (sinnt — sinns)?
5 | lo@) = gu(a)Pdw = +23

por otro lado

~ [ ae) — gu()Pde = 5 [ 1630) — 200)g0() + g2 (0))d

[ o)de =2 [ gl@yg@yda+ [ g2 w)de]

min(¢,s) s 1
(/ dx—2/ dx + d:z:) 25(2t—4min(t,s)+23)

—_— [\3\»— l\DM—*l\DM—‘

mln ts
t—2t+s, t<s s—1t, s>t it |
= ey — S
t—2s+s, s<t t—s, t>s
es decir que
1 o0
t—s Z (sinnt — sinns)? = |t — s|, t,s €[0,7]
Ahora probaré que
1 2 > 1
hme —ka t—s — —smnt—sinns2
juf P = (=) 4 2 3 )
donde
. 2
. k k|2 _

kh—>r£lo Elw; — wi|* = (t — s)no(w Z N (w)—(sin nt — sinns)
considerando que los 1y, 71, - . . , Nk, son variables aleatorias estandar normales, es decir que En, = 0,
entonces

kook
Elno +m + - +ml” = n DD Malim| = (Zm>+E<Z Zm%)
m=0n=0 m=0n=0
ko k
ZE M)+ > > E(nunm) (1 —d™")
m=0n=0
k k
—ZEnn—i—ZZEnn m) (1 — ™)
m=0n=0

= IE|770| +E[m|*+ - +Elnol*
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podemos usar este resultado considerando que los 7, son variables aleatorias Gaussianas normales
n ~ N(0,1), entonces

k—oo

AT
khm E|lwf — w|? = lim lE [(t ) 778(“’)] +-

™
o N(k) N(k) (sinnt — sinns)(sinmt — sin ms)] ]
J— ’r]n
™

m=1 n=1

donde

por otro lado

9 Nk N (sinnt — sinns)(sinmt — sinms)
E |- M (@)1 (w)
T m=1n=1 mn
2 [N (sinnt — sinns)?
="E 2
- n; (W) —
(k) 1V (k) (sin nt — sinns)(sinmt — sinms)
-+ 1 (@) (w) (1—0m)
m=1 n=1 mn
2 N (sin nt — sin ns) 9
_% — n2 [ n(w>] +

(sinnt — sinns)(sinmt — sinms)

E [0(w)nm (W) (1 = 6™")]

m=1 n=1 mn
donde se usé:
smn 1, m=n,
0, m#n

como una herramienta matemaética ya que 1 — ™" = 0 para los elementos de la diagonal m =n y
1 para los elementos fuera de la diagonal. Siguiendo podemos ver que:

B[ (@) (@) (1 = 6™)] = (1 = 6"")E [ (w)[E[1m (w)] = (1 = 6™") -0 =0

es decir que

{3"‘

k—o00 k—o00

t—s)> 2
lim E|wf — w*|> = lim [( °) + — (sinnt — sin ns)2]
m

(sinnt — sin ns)?

Ahora bien, definamos

> (sin kt — sin ks)? ]’ 11
Wz/ / | L; 2 atds, e (3.5)
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entonces para n=1

4 o 1 > smkt—smks) ?
)= —
Y SR YS!

k=1
y usando

. pP
0= Fop < N spet [7 [T 0 oy,

ademas sabiendo que

1 231

—(t—s)Q—l——Z—Q(sinnt—sinns)2:|t—s|

T Tin

=01 T 1 s |t — s]
— t— — ||t —s| —=(t— 2}:t— 1-—

;"2 sinnt — sinns)* = 2[[ s| 7r< s) 2| 5|[ - ]

2 2

=1 2 t—

lz — (sinnt — sinns)Q] = %\t — s? [1 - |S|]

=n 7r

00 1 2 7.‘,2

lz — (sinnt — sin ns)? Z|t —s/?

n=1"

entonces

> smkt—smks) ?
—7T2// |t—s|1+4a [Z ]

k=1
2

< 7T2/ / ’1+4a' |t — s| dtds—/ / ’4a T dtds < oo.

Por el teorema de convergencia dominada, en el espacio de probabilidad (2, F, P)

lim / fudP = /Q fdP = lim (k) = 0

k—o0 JO k—o0

Definiendo N (k) de manera tal que

¢o(N(k)<2™% = lim ¢(N(k)) < lim 27F =0,

k—oo k—o0
ahora definamos
k. k+1 k
o i=w, T —wy

y usando el lema
a— bt f r)— f Y b
R O L e e
con p =4, s =0y considerando que En;n; = §Y, entonces

p
0= f < Nt [ [T =L
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con fF(t,w) = ¥, entonces

E sup |6F]* <
te[0,m]

< N|t|**~ 1/

< Npdo- 1/

=N [, i

< N[t 1IE/ /

|68 — 5k dtds

’1+4
/ |1+4 LRI — s*4dtds
/ s|1+4 ———EJ5F — 5 *dtds (Jt] < 7)

(El5k — 652)" deds

’1—1—404

noétese que en la expresion anterior N7 no depende de k, por otro lado

E|5f i 5§|2 ]E|wk+1 wf o wé?-i—l + w§|2
donde
Wt k= Ltn - fl 7 1 _sinnt — L1”70 Z T l sinnt
i " \/_ 0 T n \/— n
N (k) 1 N(k+1) 1 1
Znn —sinnt+ Y n(w)-sinnt — Z"n ), simnt
n n=N(k)+1 "
2 k+1 1
S Z N (w)— sin nt
T =N(k)+1 n
entonces
BJoF — a7 = Bl wf ™! — uf) — (™ — wl)P
2
5 N (k1) 1 9 N (k+1) 1
_El /2 Z (W)= sinnt — 1/ = Z 77n( ) sinns
5 k+1) 2
=E}/= > nu(w)=(sinnt — sinns)
T n=N(k)+1 "
o NE+D - N+ (sinnt — sinns)(sinmt — sinms)
== Z Z E[nn(w)nm(w)]
m=N(k)+1n=N(k)+1 e grm
9 NED - NED - (ginnt — sinns)(sin mt — sinms)

PSS

T m=N(k)+1 n=N(k)+1

nm

(sinnt — sinns)?

o N(et1)
T p=N(k)+1

n2
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es decir que

2
E su 5k4<N// (El6f — 641%)” dtds
tE[OEr]| tl = 4V1 |1+4a | t ‘ )
- 2
_ N, /W /” 1 4 N(kil) (sinnt — sinns)? dids
e e n2
- 2
4 7w 1 > (sinnt — sinns)?
<N —/ / _— dtd
=2 Jo Joo |t —s[itde n:%:(k) n? ] °
= Nie(N(k)) < N, 27F (3.5)

Notese que supyejg - |6F|* no cambia si es reemplazado por el conjunto contable de todos los racio-
nales en [0, 7|, entonces

sup |wk-‘r1 wf’4 —
te[0,m] te[0,m]

es una variable aleatoria. Pero ademés usando la desigualdad de Holder [B.2.3] con esto entonces

oo o0 i

I;Etz[%%] k= wh| < kX::l <]Et2$p k! — wf\4> < kz::l (]2\;1> _ 1/4;:12 kA oo
Por lo tanto considerando el siguiente corolario
Corolario 3.2.1.1. 57 &,&, ..., son variables aleatorias no-negativas, entonces

/Q g‘linu(dw) Zg /Q Enpi(dw)

ademas si ¢ tiene una integral finita con respecto a u, entonces —oo < ¢ < co. Con esto

sup |witt —wF| < 0. (3.6)
k=1 t€[0,m]

Sea €)' el conjunto de todos los w que satisfacen Claramente ) € F y para cualquier w € €

la secuencia wf(w) converge uniformemente en ¢ € [0, 7] por 3.6, Entonces

= . telon] (3.7)

lim w(w), we
wy(w) ==
0, we Y

De aca se sigue que w; es continua en ¢ para todo w ya que es la suma de funciones continuas y ya
que P(QY) = 1, se sigue que wF — w;. Ademds de acuerdo a el teorema vy la definicién [B.2.2t
Usando el teorema [3.1.1]

Ew; = klim Ew! =0,

E|lw; — w,|? = hm E|wt —wk|?
1 , , 28 2
= lim |—(t — — ““(sinnt — si = |t — 3.8
Jim 7r( s)* + - nE:1n (sinnt — sinns) ] (3.8)
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Finalmente se puede ver que:

1 1
wo(w) = —=0mo(w M (w —sm 0)=0+0=0

VT Z

y de aca
Elw, — ws* = E(w? — 2wyw, + w?) = Elw,|* + E|lw,|* — 2E|w,w,|
pero
E|w,[* = Elw; — 0] = Elw, — wo|* = lim Elwy —wg* = [t -0 =t|,  Elw,|* = |s]
— 00

por lo tanto
Elw, — w,|* = [t| + || — 2E|waw,| = |t — 5|

pero anteriormente se probé que
t —2min(t,s) +s =t — s, como t,s > 0
entonces
[t| + |s] = 2E|wyws| =t + s — 2E|wyws| = [t —s| 'y t+s—2min(t,s) = |t — s

es decir que E|w,w,| = min(¢, s), con esto queda probada la existencia del proceso de Wiener en
[0, 7]. O

3.2.2. Construccion del proceso de Wiener en la semirecta

Ahora probaremos la existencia del proceso en la semirecta [0, 00), es decir se extendera la regién
en la cudl fue definido el proceso previamente [3.2.1

Teorema 3.2.2. Existe un espacio de probabilidad (2, F, P) en el cual uno puede definir un proceso
de Wiener w, para t € [0, 00).

Demostracion. Tomemos un espacio de probabilidad (2, F, P) en el cual existen variables alea-
torias independientes (1, (s, ... con la distribucién normal estandar. Sea r : (n,k) — r(n, k) un
mapeo uno a uno de todos los pares (n, k), n =0,1,...,k =1,2,...al conjunto {1,2,...}. Ademés
€nk = €r(nk), €NtoNces

(77(()”)’ ngn)7 CI ) = (Cr(n,l)a Cr(n,Q)a ceey )

usando el teorema , construimos un proceso de Wiener w§") en [0, 7] para cada una de las
sucesiones y definamos

w,§0), 0<t<m
w® (w) + w (w), T<t<2m
w(w) = WO (w) + (W) + ', (w), 27 <t <3
puede ser mostrado (como se hizo previamente) que para todo s; € [0, 7] y enteros n;, i =1,...,r,

ni
s10° "

Nor

»r) es Gaussiano.

el vector (w , W
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Usando el teorema sabemos que (wy,,...,w;, ) es Gaussiano para t; > 0. Ademads, podemos
mostrar que wﬁ”) y wgm) son independientes para n # m, r,s € [0, 7]. Por lo tanto para t > s >0
y p = [t/7], q := [s/7]. Calculemos E[w,wy]

[ p—1 q—1
E[wtws] =K wﬁr”) + wgp)pﬁ) (Z w(m) + wgq)qw)]
n=0 n=0
_p—l q—l
=E + Z UJ 3 q7r + Z w7T wt pﬂ' + wt(p)pﬂwgq)qﬂ'
n=0 m=0
[p—1 q—1 p—1 q—1
=E|> Y wiuw™| +E [} wﬁr”)wgq_)qw +E ) wﬁ(m)w,gli)p7r +E {w@pﬂwéq_)qw}
n=0m=0 n=0 m=0
p—1 g-1 p—1 q—1
= E [wwn)wfrm)} +> E {wﬁr")wgq_)qﬂ] +> E [wﬂ(m)wt(p)pﬂ} +E {wt(p)p,rwgq_)qﬂ}
n=0m=0 n=0 m=0
ahora calculando cada término
n#m: E [wﬁ")wfrm)} =E {w;")} -E [wgm)} =0-0=0
2
n=m: E [w2(”)] =E iwn Nz(%) Mk ( 1 sin km =E 7L2772(0‘)) =7k {nQ(w)}
: - N o(w k(W — o 0
=n-1l=m
Entonces
Elw™w™] = 6™
siguiendo

E[w(n)wgq_)qw]; cuando n # % — E[wﬁn)wg@qw] =0
pero cuando n = q = s/m

s/7r

(\/_770( ) - (S\—/E]?T Zm; Slnns—qw))]

E [w;s/ﬂ) (5/7r } E

(s — qm)E[nj(w)] = s — qm

SIS

es decir que

E[w™w

(

D] = 6" (s — )

siguiendo
E {w,gli)p,rwgq_)qw} =0, si p # q( apareceréa 0")

por otro lado recordemos que
E [wfwgk)} = min(t, s),

entonces
E [wfw®] = min [§7(t — pr), (s — qr)] = 0*(s — g)
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esto debido a que 0 < s < t, s es mas pequefio o igual a t. Finalmente entonces

p—1 q—1 q—1

Elwws =) > E [ ") } + Z E [ "o ?) q,r} +> E {ww(m)wgp)m} +E {wy_’)mwgq,)q,r}
n=0m=0 m=0
q—1 -1 p—1
=P (s +Z§”q —i—Zémpt—pW —1—22(5’"”
O 0 m=0n=0
considerando que s < ¢ entonces 2 < % y ¢ < p es decir que
S
E[wyw] Z?T— (q—1+)r=qr=—-m=s
T
este fue en el caso en que s < t, para el caso general
E [wyws] = min(t, s), para s,t > 0
y va que Ew; = 0 y w; es continua en ¢, el teorema se ha probado. O]

3.3. Ruido espacio-temporal

En esta secciéon iniciaremos obteniendo una representacion equivalente del movimiento Browniano.

3.3.1. Movimiento Browniano

Teorema 3.3.1. Sean {&}r>1 unas variables aleatorias Gaussianas estindar independientes y
ademds sea {my(t), k > 1} una base ortonormal en L*(0,T), entonces

wt) =Y ( / t mk(s)ds) & (3.9)

k>1
es un movimiento Browniano.

Es decir, un proceso gaussiano con media cero y covarianza E[w(t)w(s)] = min(t, s).

3.3.2. Hoja Browniana

La construccién anterior se puede generalizar para un proceso espacio-temporal de la siguiente
manera:

Teorema 3.3.2. Sean {wy(t)}r>1 una sucesion de variables aleatorias con la distribucion del
movimiento browniano, t € [0,T| y una base ortonormal {hy(x) : k > 1,z € (0,L)}, en L*(0, L),

entonces
= w(t / k(r)dr (3.10)

k>1

es gaussiano, E[W (t,z)] = 0 y E[W (t,2)W (s,y)] = min(¢, s) min(z,y). Este proceso se conoce
como la hoja Browniana.

La prueba de este teorema y el anterior se sigue de:
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Demostracién. Para demostrar 3.3 .1y 3.3.2. Sea L?[0, 1] con el producto interno usual

(f.9) = [ Fode

Sea {W (%) }+c(0,1) un movimiento Browniano estandar, definido en (2, F,P). Cada variable aleatoria
W(t) € L*(Q, F,P) , que se considera con el producto interno usual

(X,Y) = /Q XYdP = E(XY).

Vale el siguiente resultado: V 0 < s < t < 1 la funcién 1,4 — W(t) — W(s) se extiende a una
isometria lineal Iy : L2[0,1] — L?(Q2, F,P), y para cada o € [2[0,1] Iy (y) es una variable alea-
toria gausiana centrada.

La demostracion sigue de observar que
(Lo, Lpoq) = (W (L), W(s)) =t As,

y extender usando aproximaciones por combinaciones linedes de indicadoras de intervalos, que
resultan densas, etc.

Ahora bien, si {1,} es una base ortonormal de L?*(0,1) entonces &, = Iy (¢,) define una base
ortonormal de Ly (€, F, P), compuesta de variables aletorias Gausianas no correlacionadas, por lo
tanto independientes. Como Iy es una isometria, tiene que mandar la expansion de T en la
base {1, } en la expansién de W (t) en la base {&,}, v esto es

W<t) = Z &n <I[[O,t]7 ¢n>

(con la serie siendo el limite en L2.)

3.3.3. Ruido blanco

En esta seccién comenzamos presentando un teorema de existencia de procesos gaussianos dadas
una media y una covarianza |Brassesco, 2012

Teorema 3.3.3 (Existencia de procesos gaussianos). Sea T" un conjunto cualquiera, m : T — R
yI T xT — R es simétrica (I'(s,t) = ['(t,s), Vs,t € T) y para todo conjunto finito F C T, la
matriz {I'(s,t)}sicr €s no-negativa definida, entonces existe un proceso gaussiano X; con media
m y funcion de covarianza T'.

Construccion

Construimos un proceso estocastico el cual serd indexado por la coleccion T = B(R), es decir
usando subconjuntos de ntimeros reales Borel medibles. Definimos el proceso:

{W(A): AeBR),\A) < 0} (3.11)
donde X es la medida de Lebesgue, por las siguientes condiciones.
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1) W(A) ~ N(0, M(A))
2) E[W(A), W(B)] = MANB) = (A, B).

Estas condiciones junto al siguiente lema y el teorema |3.3.3| nos permiten tener lo necesario para
establecer el proceso conocido como ruido blanco. Primero demostremos el lema.

Lema 3.3.4. Sean Ay, As, ..., Ay € B(R) y definimos la matriz {I'(A;, Aj) h<ij<n = AM(A; N A;)
es no-negativa definida.

Demostracion.

ZZF (Ai, Aj)xiz; = ZZ)\AﬂA TiT;

=1 7=1 =1 7=1

N
= [ > 14, ()Y wla,(u)du (Teorema de Fubini)

En virtud del teorema y el lema anterior existe el proceso conocido como ruido blanco.

Conexién entre el movimiento Browniano y el ruido blanco

Si consideramos la representacion

w(t) =Y (/Ot mk(s)ds) &k

k>1

la derivada del movimiento Browniano no existe en el sentido usual, de igual manera con la finalidad
de explorar la idea de la derivada podemos probar derivando la serie de arriba término a término.

= 3" ()& (3.12)

k>1

la serie anterior es divergente, sin embargo podemos definir una funcién generalizada sobre L?(0,T)
de acuerdo a la regla,

W(f) = fule Jr = /OT f(t)my(t)dt (3.13)

k>1

La serie [3.13] converge con probabilidad 1 a una variable gaussiana con media cero y varianza
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T
S iE= [ s (3.14)
k 0

Sea w un movimiento Browniano y f € L?*(0,7) una funcién no aleatoria, definimos:

6= [ mils)du(s), (3.15)

donde dw(s) es un incremento infinitesimal del proceso de Wiener en ¢t = s durante el intervalo
ds. las variables aleatorias {{ }x>1 son gaussianas. Sustituyendo en la representacion

= 3yt / " (s du(s) (3.16)

k>1

si evaluamos en f de acuerdo a[3.12

ka/ s)dwy(s Z/ / f (@ )ymy(t)my.(s)dtdwy(s) (3.17)

k>1 k>1

entonces

_ T

w(f) = [ fls)dw(s). (3.18)
Podemos identificar cada A € B(R) con la funcién indicadora 1 4,

E[W (A),W(B)] = A(AN B) = /]IA]le)\ = E[W(14)W(15)] (3.19)
Consideremos el siguiente conjunto de funciones simples en L?(RR):
N
=f: =) ajla, a; €R, A; € B(R), A; disjuntos y A(4;) < oo . (3.20)
j=1
Definimos W en S como

W(f) = ZjajW(Aj). (3.21)

si f € 9 se puede ver directamente de la definicién [3.19;

EW () =E | aja,W(A)W (A

Jk

=Y aiA(4y) = /R Y (3.22)

Esto indica que la funcién f — W(f) es una isometria de S € L?*(R") — L*(Q,P). Este espacio es
completo, por lo tanto esta sucesion de variables aleatorias tiene limite, el cual llamamos W(g) Este
proceso indexado denotado por W (g) sobre L2(R™) se le denomina proceso isonormal [Brassesco,
2012|. El cual suele representarse como:

- /g(;p)dWx, (3.23)

Noétese que la x suele omitirse cuando estd claro el espacio del contexto. Si generalizamos la
construccion al siguiente nivel
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W, t) =Y ha(z)W(2) (3.24)

k>1

donde {hi}r>1 es una base ortonormal en Ly(0,L). El proceso W es un ruido blanco espacio
temporal. Este proceso es una distribucion en L((0,7") x (0, L)):

) =5 [ ([ s omtate) wto 329

y
W(f) = /OT /O " s t)dW () (3.26)
Propiedades:
BV (7)) = | ' / " Pty dudt (3.27a)
Wt x) = 3 mp(t)hn(2) €, (3.27h)

donde &, = W(mygh,).

Descripciéon alternativa del ruido blanco

El ruido blanco puede pensarse como un proceso gaussiano w(t) con

Elw(t)w(s)] = o(t — s) (3.28)
donde § es la delta de Dirac. De manera similar

E[W (t,x)W (s,y)] = d(x — y)o(t — s). (3.29)

3.3.4. Espacio de Wiener

Sea T =1[0,7] con T > 0 o [0, 00), una familia de variables aleatorias donde X = {X (¢)};er de un
conjunto F' tal que X : Q — F, toma elementos del espacio muestral €2 y lo envia a F', diremos que
X(t) es una variable F-valuada indexada T—indexada. Esta familia estd definida en un espacio
de probabilidad (€2, F,P), en estas condiciones llamaremos a la familia de variables un proceso
estocastico F-valuada.

Fijemos un T' > 0 y sea Wr = Wr(R?) el conjunto R¢—valuado de funciones continuas w en [0, 7]
con w(0) = 0:
Wr = {w:[0,T] = R% w es continuo y w(0) = 0} (3.30)

Consideremos ahora el siguiente teorema:
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Teorema 3.3.5. Existe una medida de probabilidad unica pur en Wy que satisface:
[LT({UJ € WT;W(tl) S Al,UJ(tQ) € AQ, R ,W(tn) € An}) =

d /d / doy, TT gt — tiy. 25y, 25 331
/A1 ﬂflA2 T Anle;[lg(] ]1x]1x]) ( )

para 0 =ty <t; < - <t, y Ar,..., Ap € B(RY), y la funcién g(t,z,y) estd dada por

1 Cly—z?

(2“)% e = (3.32)

g(t,z,y) =

donde B(R?) no es otra cosa que la o—4&lgebra de Borel en R?, g es la densidad de probabilidad
gaussiana en d—dimensiones.

Definiciéon: ur es la llamada medida de Wiener d—dimensional y el espacio de probabilidad
(Wp, B(Wr), ur) es llamado el espacio d—dimensional Wiener en [0, 7T]. Adicionalmente, llama-
remos a las funciones (variables aleatorias) definidas en el espacio de Wiener funcionales de
Wiener.

La funcién g(t, z,y) es el kernel o nicleo de calor y es la solucién fundamental a la ecuacién de
calor.
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Capitulo 4

Solucion Numeérica de la Ecuacion de
Calor Estocastica

En este capitulo, avanzaremos en nuestro estudio de la ecuacién de calor estocastica, construyendo
sobre la base de la ecuacion de calor determinista y los procesos estocasticos que hemos desa-
rrollado en capitulos anteriores. Este avance nos permitird incorporar la presencia de una fuente
aleatoria, es decir ruido en el fenémeno fisico que modela la ecuacién de calor. En particular, mo-
delaremos el ruido aditivo mediante el muestreo de caminos muestrales de un proceso de ()-Wiener.

Al inicio de este capitulo, nos centraremos en la simulacién de un ruido blanco, un proceso de
Wiener y una hoja browniana. Estos elementos son fundamentales para la definiciéon de la ecua-
ciéon de calor estocéastica. Para resolver numéricamente la ecuacién, aplicaremos el método de
Euler-Maruyama, una técnica ampliamente utilizada en la resolucion de ecuaciones diferenciales
estocésticas debido a su simplicidad para la solucién de ecuaciones diferenciales.

Finalmente, para abordar la ECE con ruido aditivo se tratarda a esta ecuacién con un campo
aleatorio W (x,t), como una ecuacién semilineal en el espacio de Hilbert L?(T), y utilizaremos un
proceso gaussiano que toma valores en L?*(U). Con esto en mente se tendrdn las bases sentadas
para la simulacién en Python de la ECE con ruido aditivo.

El lenguaje de programacion Python se usa con frecuencia en la simulacion de procesos estocasticos
debido a su extensa biblioteca de paquetes cientificos y su sintaxis intuitiva. Actualmente se pueden
encontrar algunos autores como [Gabriel J. Lord, 2014] que proporcionan un anélisis exhaustivo
de los métodos para la simulacion de ecuaciones diferenciales parciales estocasticas en Python,
ofreciendo una base sélida para aquellos que deseen profundizar en este campo. En esta secciéon
se seguird el enfoque adoptado en |Gabriel J. Lord, 2014] para la simulacién de la ECE con ruido
aditivo.

4.1. Generacion de un ruido blanco Gaussiano

La generacién de un ruido blanco Gaussiano puede ser implementado en python usando la li-
brerfa/médulo random para la manipulaciéon de nimero aleatorios, la misma permite obtener
numero aleatorios de una distribuciéon Gaussiana de media 0 y desviacién estandar 1. Las demads
librerias sirven para manipular la informacién graficamente y organizarla como un dataframe. El
codigo implementado fue:
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# Generacion de un ruido blanco Gaussiano

serie_gauss = pd.Series(np.random.normal (mean, std, num), name="Valor")

# Graficar la serie temporal en el primer subplot

serie_gauss.plot(ax=ax0, xlabel="Tiempo", ylabel="Valor")

# Graficar la funcion de autocorrelacidén en el segundo subplot

# Autocorrelacidn, las lineas representan los niveles de confianza del 95/ y del 997

pd.plotting.autocorrelation_plot(serie_gauss, ax=axl)

# Graficar el histograma en el tercer subplot
serie_gauss.plot(ax=ax2, kind="hist", xlabel="Valor", ylabel="Frecuencia", bins=35) ;

Los aspectos graficos de las imagenes fueron ignorados del codigo asi como la definicion de la
semilla, media, desviacione standar y cantidad de ntimero aleatorios.Las imagenes arrojadas por
el codigo de arriba son:

0.04

0.02
0.00

Valor

-0.02

Autocorrelacion

-2
-0.04

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Tiempo Tiempo
150
125
e
g 100
@
g 75
>
)
: Il. I i
0 — el N
-3 -2 -1 0 1 2 3
Valor

Figura 4.1: Representacion del ruido blanco, su histograma y su autocorrelacién en el tiempo

Ademas el codigo arroja: Media: 0,0254 y Desviacién estandar: 1,0002, usando 2000 ntimeros. Note-
se que la media y la desviacion estandar no son exactamente 0 y 1 respectivamente,a medida que
se aumenta la cantidad de ntimeros usados la media y la desviacion estandar tienden a acercar a
0 y 1. En la misma imagen del ruido blanco el algoritmo arroja la grafica de la autocorrelacion
del proceso junto a los intervalos de confianza del 95% y del 99 % con lineas sélidas y punteadas
respectivamente.

Notese que la media es cercana a 0, su desviacién estandar es constante y que su autocorrela-
cién tiende a cero. Que este proceso tenga una autocorrelacion cercana a cero se puede justificar
entendiendo que la autocorrelacién de un proceso estocastico X (t) se define como:

Rx(t) = E[X(t)X(t+1t)]. (4.1)
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Si X(t) es un ruido blanco gaussiano, entonces sus muestras son independientes y siguen una
distribucién normal con media cero y varianza o2, en el caso de arriba o = 1. Por lo tanto, la
funcién de autocorrelacién para el ruido blanco se puede escribir como:

o? sit=0 1 sit/=0
Rx(t')=EXt)X(t+1)] = = 4.2
A= EXOXEEOI=10 G200 siv 20 4.2)
Esto se debe a que cuando ¢’ = 0, las muestras X (¢) y X (¢ 4+ t') son iguales y su producto es igual
a su varianza. Cuando ¥’ # 0, las muestras X (¢) y X (¢ + t') son independientes y su producto
tiene una esperanza de cero, ya que la media de cada muestra es cero. Por lo tanto, el ruido blanco
gaussiano tiene una funcion de autocorrelacion que es cero en todos los puntos excepto en el origen.

4.2. Simulacion de un Proceso de Wiener

El proceso de Wiener {W; : t > 0} puede simularse considerando que W; — W; es una variable
aleatoria normal con media 0 y varianza t — s, es decir desviacién estandar /t — s. Con esto en
mente entonces dWW; = &V dt donde &; es una variable aleatoria gaussiana con media 0 y desviacion
estandar 1:

W, = Wy + /th - /gt@ =S VAL, (4.3)

donde se us6 Wy = 0. Esto puede simularse de la siguiente manera en Python:

# Generacion de un proceso de Wiener
def proceso_wiener(T: float, Nt: int):

np.random. seed (42)

t = np.linspace(0, T, Nt)
dt = T/(Nt-1)

# Generar los incrementos del proceso de Wiener

dW = pd.Series(np.sqrt(dt) * np.random.normal(0, 1, size=Nt-1))
W = np.zeros(Nt)
# Inicializando W(0)=0

Wli:] = dw

# Calcular el proceso de Wiener como la suma acumulada de los incrementos

W = W.cumsum()

return t, W

El codigo de arriba genera la siguiente grafica:
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Proceso de Wiener

Wwi(t)

Tiempo

Figura 4.2: Representacion de un proceso de Wiener durante 10 segundos con intervalos de tiempo
At =10/199s.

Esta grafica pudiése pensarse como un movimiento Browniano donde un objeto/cuerpo se mueve en
una dimensiéon. No obstante con la finalidad de introducir este ruido a la ECE se debera generalizar
este proceso al caso bidimensional para asi tener un ruido en el espacio-tiempo. Ahora abordaremos
un elemento necesario que nos permitira modelar este ruido espacio-temporal conocido como la
hoja browniana.

4.3. Proceso de ()-Wiener

Partamos de la ECE con ruido aditivo:
0—— + oW (4.4)
notese que esta ecuacion puede ser representada de la siguiente manera:
U = Oy + oW (t, ) = du = Qug,dt + oW (t, z)dt, reUCR (4.5)

Esta ecuacion puede ser tratada por ejemplo usando la integral de Walsh aunque también puede
ser tratada usando el método de Euler-Maruyama. El enfoque adoptado en esta parte sera similar
al de la seccién 2.2.3 donde se encuentra una solucién usando series de Fourier. Con la finalidad de
llevar a cabo este procedimiento la ecuacién serd tratada como una ecuacién semilineal en L?(U)
y trabajando con un proceso Gaussiano que toma valores en L?(U) (este es el motivo por el cual
se introdujeron los procesos gaussiano con valores en un espacio de Hilbert previamente), en vez
de trabajar directamente con el campo aleatorio W (x,t). Con este objetivo se introducen en esta
seccion los procesos de ()-Wiener.

La idea basicamente en relacién a este topico consiste en usar un espacio de Hilbert separable Uy
con norma || - ||y, y producto interno (-,-)y, y definir el proceso de @Q-Wiener {W (t) : t > 0}
como un proceso con valores en Uy. Con esta perspectiva sera necesario rehacer la construccién
de la hoja browniana bajo estas nuevas consideraciones.
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Cada W (t) es una variable aleatoria Gaussiana que toma valores en Uy y tiene un operador de
covarianza bien definido (como se hizo anteriormente). El operador de covarianza en t = 1 estd
denotado por @) y satisface la siguiente suposicion:

Teorema 4.3.1. Q € L(U) es definida no-negativa y simétrica, ademdas Q tiene una base ortonor-
mal {§; : j € N} de autofunciones con autovalores correspondientes q; > 0 tales que ;e q; < 00.

Ahora definamos lo que seria un proceso de @Q-Wiener en un espacio de probabilidad filtrado
(Q, F, F;,P) be a filtered probability space |Gabriel J. Lord, 2014] de la siguiente manera

Definicién 4.3.1 (Proceso Q-Wiener). Un proceso que toma valores en U {W(t) : t > 0} es un
proceso de ()-Wiener si

W(0) =

W (t) es una funcién continua R — U, para cada w € Q,

W (t) estéa adaptado a la filtracion F; y W, — W (s) es independiente de Fy para s < t
W (t) — W(s) ~ N(0,(t — s)Q) para todo 0 < s < t.

donde N (0,

(t — s)Q) representa a la distribucién normal de media cero y varianza (t — s)Q

Donde NPara entender el contexto de lo que viene sera necesario aclarar la diferencia entre un
ruido blanco y un ruido coloreado (que es lo que se desarrollara acd). La diferencia basicamente
radica en si su representacion en la base ortonormal de funciones escogida es una mezcla homogénea
(ruido blanco) de funciones de la base o una mezcla heterogénea (ruido coloreado) de las mismas.

4.3.1. Representacién en L? del Ruido Blanco

Supongamos que deseamos modelar un ruido blanco entre en [0, 1], la idea serfa la siguiente, sea
{¢; - j = 1,2,...} una base ortonormal de L?(0,1). Entonces si ¢;(t) = v/2sin(jmt) entonces
cada ¢; representa una onda y j es conocido como el nimero de onda. El ruido blanco al ser
representado en esta base se puede pensar como un proceso estocastico el cual consiste de cantidad
iguales aleatorias de cada funcion de la base. Es decir:

t) = i &oi(t) = V2 i &sin(jrt),  donde & ~ N(0,1)id. (4.6)
J=1 j=1

la media y la covarianza pueden verificarse de manera rapida:

EW ()] =E i_o: €j¢j(t)] = i_o: ¢;(t)E[E;] =0 (4.7a)
E[W (s)W(t)] = E Z@m ] ZE@& ¢;(s Za% (4.7b)

La ortonormalidad de la base hace que la covarianza de W(t) se comporte como una delta de
dirac es decir que E[W (s)W (t)] = Cov[W(s), W (t)] = 6(s — t) (de la misma manera en la que

se comprobd previamente). Este comportamiento de la delta deja entrever varias cosas, como por
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ejemplo que el ruido blanco en instantes diferentes no esta correlacionado, ademas que la varianza
E[W (t)?] = oo. Es decir que el ruido blanco no estd bien definido en L?*(U) porque la suma {4.6{ no
converge.

[lustremos esta caracterista graficando tres caminos muestrales de la siguiente ecuacion:

W,(t) = Z §idi(t) = \/5259‘ sin(jt) (4.8)

para realizarlo en Python se hizo una vectorizacion:

# Representacion Espectral del Ruido Blanco
def generar WN(J: int, tmin: float, tmax: float, numt: int):
X = np.arange(1,J+1)

t = np.linspace(tmin, tmax, numt)

xi = np.random.normal(0, 1, J)

seno = np.sin(np.outer(x * np.pi, t))

WN = np.dot(xi, np.sqrt(2)*seno)

return t, WN

el resultado obtenido es el siguiente: como se puede ver a medida que J aumenta también aumenta

150 /=100 /=500 J=3000

100

SEWMWWWWWMW\WMMWMW

=100
-150

Figura 4.3: Ruido Blanco representado para J igual a 100, 500 y 3000.
el ruido W (t), mostrando la divergencia de W (t).

4.3.2. Representacién en L? del Ruido Coloreado

Para representar el ruido coloreado lo podemos hacer de la siguiente manera:

W(t) =3 y7&6,(t),  donde & ~ N(0,1)iid y v; > 0. (4.9)
j=1
Noétese que se puede pensar en el ruido blanco como el caso especial en que los v; son constantes.

En este caso del ruido coloreado las variables aleatorias W (t) y W (s) estdn correlacionadas. Esto
se puede probar con facilidad por medio de la covarianza:
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Cov[W (s), W (t)] = E[W (s)W ()] — E[W (s)[E[W (¢)] = E[W (s)W (#)]

=k Z VViVigi€rd;(s) Z viE[E7]65(s)5(1)
= Z_) vid;(s)e;(t) (4.10)

Como los v; son diferente de cero entonces la correlacion es diferente de cero también. Existe un
caso interesante que es el de la eleccion de de los elementos de la base de manera tal que coincida

con las autofunciones de la funcion de covarianza, a esta expansion se le conoce como la expansion
de Karhunen-Loéve |Gabriel J. Lord, 2014].

Como se vié con el teorema los ¢; han de ser los autovalores asociados a la base ortonormal
{&; : 7 € N} de autofunciones, donde estos autovalores son no-negativos y la serie Y-,y ¢q; < 0.
Con la finalidad de explorar esto primero desarrollemos unas ideas relacionadas a la descomposicion
espectral relacionadas a procesos estocésticos. Sea {X(t) : t € T} un proceso Guassiano que toma
valores reales con media p(t) y funcién de covarianza C(s,t). Para t1,...,ty € T. Entonces

X = [X(t),..., X(t5)]T ~ N(u, C)

donde Cy es una matriz real, simétrica y positiva definida y por lo tanto admite una factorizacién
de Choleski en dos matrices triangulares V' que pueden ser determinadas:

Cy =VTV, (4.11)
las muestras de X ~ N(u,Cy) pueden ser generadas por medio de:
X =p+ Vg (4.12)

donde el vector £ := [{1,...,&n]T con componentes iid {; ~ N(0,1). En este punto se introduce
el método alternativo para representar el proceso gaussiano conocido como la descomposicién
espectral:

Teorema 4.3.2 (Descomposicién Espectral). Toda matriz real simétrica A puede ser escrita como
A =UXUT, donde U es una matriz ortonormal cuyas columnas u; son autovectores de A y ¥ es
una matriz diagonal N X N cuyas entradas v; son los autovalores reales de A. La forma UXUT es
conocida como la descomposicion espectral de A.

Aplicando este teorema a C'y = UXUT, entonces los autovalores podran ser ordenados de manera
tal que 1 > vy -+ - vy > 0. Entonces:

Cy = USUT = USY25 20T = Us!/? (Us?) = vV (4.13)

Definiendo VT := UXY2, donde ¥'/? es una matriz diagonal tal que sus entradas se relacionan con
los autovalores de la matriz de covarianza de la siguiente manera:

COngj =vip; =  COn¢; =VTVe; =VTno; =V, =nje; =vid; = 1;= /1
(4.14)
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Los valores de la matriz diagonal $*/2 son /7;. Entonces:
Ja 0

0 s .0 N

VTE =USY?¢ = (ug,uy,...,un) | . \/_2 _ _ = Z NS (4.15)

por lo tanto

N
X =p+ViE=p+d g, &~ N(0,1)iid, (4.16)

j=1
podemos generar muestras de N (u, Cy) luego de calcular los autovalores y autovectores de la fun-

cién de covarianza Cy. La generalizacion de la descomposicion espectral de arriba para procesos
estocéasticos X (t) es llamada la expansién de Karhunen-Loéve.

La idea en relacién a la expansiéon de Karhunen-Loéve es la siguiente, sea p(t) = E[X ()] y considere
un proceso de media cero X (t) — p(t). Estamos interesados en caminos muestrales X (w,t) — pu(t)
como una serie representada en una base ortonormal {¢; : j € N} de L*(T). Esto es,

X(w,t) Z% (4.17)

donde los coeficientes 7, son variables aleatorias que se pueden conseguir como se hace en el
apéndice para el caso determinista

Vi (w) == (X(w, t) = u(t), ¢;(t)) 27 (4.18)

Sea C(s,t) la funcién de covarianza del proceso X (t) y definamos al operador integral C por
(CF)(t) == /T C(s,t)f(s)ds para f € L2(T). (4.19)
La expansién de Karhunen-Loeve es el nombre dado a la ecuacion cuando las funciones ¢;
son escogidas como las autofunciones del operador de covarianza C. Nétese las similitudes con la

descomposicion y expansion espectral de una variable aleatoria multivariada, por esta similitud
la ecuacion [4.16|es en algunos casos llamadas la expansion Karhunen-Loéve discreta.

Proceso de Wiener como una Expansion de Karhunen-Loéve

Con la finalidad de ilustrar la utilidad de la expansion Karhunen-Loeve vamos a representar el
proceso de Wiener en L?(0, T'). Recordemos que la funcién de covarianza de este proceso es C'(s,t) =
min(s, t), identifiquemos cudles son las autofunciones ¢ y autovalores A de la funcién de covarianza:

(Co)(t) = /OTC(s,t)qﬁ(s)ds: /OTmfn(s,t)¢< )ds = / sd(s)ds + / s)ds = \o(t)  (4.20)

derivando la ecuacion anterior:
+/ s)ds — to(t) = A\ (t) = / s)ds = \¢'(t)
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y derivando de nuevo:

B0 =) = ¢ 6=0 (121)

Esta ecuacién diferencial puede ser resulta de manera tal que:

6(t) = Acos (\/tx) + Bsin (\%) (4.22)

las condiciones para esta ecuacion diferencial se obtienen de [4.20, nétese que para ¢(t = 0) = 0,
por lo tanto A = 0, por otro lado para t =T"

/OT so(s)ds = \p(T) = B/OT ssin <\/SX> ds = ABsin (5%) (4.23)

donde:

/OTssin (%) ds = —T/X cos G) + Asin (

= —TV\cos (Z:) + Asin (

es decir que:

T T 1 T?
—~TV X cos <)\> =0 = —= (j + 2) T = A= (4.24)
\/)‘»j (j + %) 2
es decir que las autofunciones serian:
i 1IN\ 7wt
6,(t) = B, sin [(; + 2) T] (4.25)
con la finalidad de que estas funciones formen una base ortonormal:
T T 1 B? mt TB?
2 2 2| . B B
/0 (bj(t)dt—Bj/o sin [(j—l—2) T}dt - J; 1 — cos [(2j+1) T”dt_ 5 =1 (4.26)

entonces B = 1/2/T y por lo tanto:

o= 2+ )T - <J+T> (127

notese que los autovalores de [4.21| no son los mismos de la funcién de covarianza y que los autova-

lores de la ecuacién [4.21son v; = 1/,/);, con esto en mente entonces se puede expresar el proceso

de Wiener en el intervalo [0, 7] como:

) = ()00 ij+U2smKw§)?kj (4.28)
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donde las ¢ son iid y & ~ N(0,1). En el caso del proceso de Q-Wiener los coeficientes no son
los autovalores asociados a las autofunciones ¢; y las variables aleatorias no son las ; sino unos
procesos de Wiener iid.

Esta representacién puede ser simulada al truncar la serie hasta algin J. Con esto en mente:
J
1\ =t
i + =) =& 4.29
2:: g+1/2 Sln[(”z) T]gj (4.29)

el codigo en python para generar este proceso seria:

# Generar un proceso de Wiener con la expansidén de Karhunen—-Loéve
def generar WKL(J: int, T: float, Nt: int, seed=42):
np.random. seed (seed)
j = np.arange(0,J)
t = np.linspace(0, T, Nt)

xi = np.random.normal(0, 1, J)

coef = np.array([np.sqrt(2)/((j+0.5)*np.pi) for j in range(J)])
seno = np.sin(np.outer((j+0.5)*np.pi/T, t))
WN = np.dot(xi*coef, seno)

return t, WN

el resultado de este codigo se puede ver en la imagen para distintos valores de J.

08 J=10 J=50 J=250
06
0.4
0.2

0.0

Figura 4.4: Proceso de Wiener para J igual a 10, 50 y 240.

Una expresion similar serd usada para la generacion del proceso de (Q-Wiener.

Coeficientes y Autofunciones del Proceso de ()-Wiener

Teniendo estas herramientas podemos volver a la ecuacion asociada al ruido coloreado, se puede
entender ahora esta ecuacion como una especie de analogia a la expansiéon Karhunen-Loeve discreta
con el proceso estocastico teniendo media 0, ya que se representa el proceso estocastico como una
combinacién lineal de autofunciones x; de ). Enunciemos este proceso ahora como un teorema:
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Teorema 4.3.3. Sea Q) una matriz que satisface el teorema |4.3.1. Entonces, un proceso W (t) es
un proceso de QQ-Wiener si y solo si

W)= 3 VB, as, (4.30)

donde B;(t) son movimientos F;-Brownianos iid y la serie converge en L*(Q,U). Ademds la
ecuacién de arriba converge en L*(Q, C([0,T),U)) para cualquier T > 0.

Donde €2 y U estan definidos de acuerdo a|4.3.1], es decir esta €2 esta definido en un espacio medible
y el espacio L*(Q, U) es el conjunto de las funciones F-medibles u : Q — U tal que ||u||12(q,0) < oo.
Por otro lado C(]0,T],U) es un espacio de Banach.

Notese que algunas de las diferencias que hay entre y es que para la primera ecuacion
la expansion se hace con un vector gaussiano y en la segunda con movimientos brownianos que
permiten introducir el factor temporal. De manera que como W € L*(Q2, C([0,T],U)) y sus caminos
muestrales pertenecen a C'([0,T],U) a.s. podemos escoger una versién de W (t) que sea continua y
que satisfaga la definiciéon de un proceso de @)-Wiener.

Eleccién de una Version del Proceso de ()-Wiener

Ahora siguiendo con la linea de ideas de [Gabriel J. Lord, 2014], sea U = L?(D) para un dominio
D. Buscamos construir un proceso de Q-Wiener que tome valores en H"(D) (el espacio de Sobolev)
para un r > 0. Esto puede hacerse escogiendo las autofunciones de x; y los autovalores de g; del
operador de covarianza con una tasa apropiada de decaimiento.

El uso de los espacios de Sobolev acd estd justificado en [Gabriel J. Lord, 2014]. Pero primero
entendamos que son estos espacios:

Definiciéon 4.3.2 (Espacios de Sobolev). Sea D un dominio y Y un espacio de Banach. Para
p > 1, el espacio de Sobolev W"™P(D,Y") es el conjunto de funciones cuyas derivadas débiles hasta
el orden r € N estan en LP(D,Y), que es

W™ (DY) :={u:D% € LP(D,Y) si |a] <71} (4.31)
Si p =2y H es un espacio de Hilbert se suele usar H"(D, H) para denotar W"2?(D, H).

adicionalmente abreviamos H"(D,R) como H"(D). Para el caso de condiciones periddicas:

H? (a,b) :={u € H*(a,b) : u(a) = u(b) y uz(a) = u.(b)}. (4.32)

per

Un estudio con mayor profundidad de esto se puede conseguir en [Gabriel J. Lord, 2014] de mo-
mento ya tenemos la nomenclatura necesaria y pasaremos a plantear la ecuacién de calor como
una ecuaciéon en L2

Supongamos que D = [0, a] entonces U = L*(0,a) y dado un r > 0 definimos el operador de clase
traza () € L(U) y por consiguiente un proceso de Q-Wiener W (t), tal que W(t) toma valores
en H2,.(0,a) C U, esta eleccién se deriva del enfoque adoptado en [Gabriel J. Lord, 2014], en el
cual se plantea la ecuacién de calor de una manera diferente. La idea es la siguiente (en el caso

determinista):
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Uy = kg, == up = —Au, u(0) =uy € H=L*D) (4.33)

donde Au = —ku,, para algiin dominio D(A) de A, con las condiciones de Dirichlet u(0) = u(1) =
0, u queda bien definida en v € H%(0,1) N H}(0,1). El operador de Laplace en este dominio tiene
autofunciones ¢;(x) = /2 sin(jrz) las cuales usaremos mas adelante. Acd tomaremos a los x; = @;
y considerando que si u € L?(0,a), entonces u puede ser representada con los coeficientes de Fou-
rier ¢; = O(j~®+1%9) para algin r,e > 0y u € H"(0,27).

De manera que podremos describir el ruido coloreado en L?(0,a) con las autofunciones y;(z) =

\/2/7(1 sin(jmz) y con los coeficientes ¢; = |j |~(2r+1%9) 1o cual lleva a que este proceso sea un proceso
que toma valores de H{(0,a). Notese que aca los coeficientes ¢; no fueron tomados en relacion a
los autovalores de las autofunciones x; y por eso esta representacion no es la de la expansion de
Karhunen-Loeve, aunque tenga elementos similares.

4.3.3. Aproximacion de Caminos Muestrales de un Proceso de -
Wiener

Consideremos un proceso de @Q-Wiener que toma valores de L?(D). La aproximacién numérica de
los caminos muestrales de W (t) se consigue de manera directa cuando se conocen las autofunciones
de la funcién de covarianza (). Por este motivo el primer paso sera identificar estas autofunciones.
Introduzcamos primero un conjunto finito de puntos muestrales xi,...,xx € D y busquemos
generar muestras de W(xy,t),...,W(xg,t) para t > 0. Esto se puede conseguir aproximando

W (t) a la versién finita de W(t)
J
W) =3 VaixiBi(t) (4.34)
j=1

y haciendo muestreos de las variables aleatorias W7 (xy, t). Previamente dada una funcién de cova-
rianza () se consiguieron las autofunciones y autovalores asociados. Convenientemente las autofun-
ciones son funciones trigonométricas que al seleccionar de manera cuidadosa los puntos muestrales
Xy, permiten la evaluacion de W (xy,t) para k = 1,..., K con una sola transformada de Fourier.
Este es un método eficiente de generar muestras aproximadas de W(t).

El muestreo del mismo camino muestral W (¢) para pasos de tiempo diferentes requiere de algunas
consideraciones importantes. La primera es la necesidad de usar el mismo camino muestral en los
muestreos. La segunda consideracién es que al no tener una solucién explicita para W (t), vamos
a hacer un muestreo temporal para asi construir un camino muestral, esto se hara introduciendo
un pequeno intevalo de tiempo At,.s = T/N,.s. Con la finalidad de maneter el mismo camino
muestral, los incrementos W ((n+1)At,.;) — W (nAt,.s) para los caminos muestrales de referencias
son usados para generar los incrementos requeridos sobre un paso de tiempo At = KAt et

(n+1)k—1
W((n+1)At) — W(nAt) = +‘ (W((J + 1) Atyer) — W () Ater)) (4.35)

Para el caso del proceso en estudio, primero consigamos W7 (t,,1) — W7(t,) de |4.34) donde t,, =
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nAtref:

J J J
WJ(tn—i-l) - Wj(tn) = Z_: \/@Xjﬁ] n+1 Z \/EX]B] z_: \/q_jX] /8] n+1) B](tn)]

considerando que los f3;(t,) son procesos de Wiener, entonces la variable aleatoria [;(t,4+1) —

B;(tn) ~ N(0,y/th11 — ;) es decir que

6]' (thrl) - ﬁj (tn) = tn+1 - tnﬁ? = \/(n + 1)Atref - nAtref = \/Atreffy (436>

donde los &7 son iid &} ~ N(0,1). Entonces:

J
W (tng1) = W (tn) = \/ Atrer Y VG XGET (4.37)
j=1

Los incrementos sobre los intervalos de tamano At = kAt,.s serian:

K—1

WYt + At) =W (t) =D (Wt + ) — W (t+1,)). (4.38)
n=0

La idea ahora consiste en poder pasar de W7 (t,,1) — W7(t,) a W (x,t,, 1) — W/(z,t,) vy hacer

caminos muestrales que nos permitan obtener esta expresion. La idea como se coment6 previamente

consiste en escoger las autofunciones de manera tal que su representacion permita introducir los

puntos muestrales z;. Para ello primeros consideremos que la transformada seno de Fourier discreta

(DST-1) y € R™ de un vector x € R" esta definida por:

k
Yk —Zsm <]\7[T‘:_1> T, kE=1,...,N. (4.39)

Con esta ecuacién podemos pensar en la transformada seno discreta del vector J — 1 dimensional
(01675 -+ by 1€ 4]

Zsm (W>bjgj, k=1,...,J—1. (4.40)

y comparando esta ecuacién con [£.37 donde las autofunciones tienen una dependencia espacial
entonces

J—1
W tyn) = W) =0 \/ Atrerqjx; ()€} (4.41)
j=1

Notese que las ultimas dos ecuaciones pueden ser equivalentes, dejandonos ver que la expresion
puede ser pensada como una DST-1 con funciones y;(z) = (/2/asin(jnz) (que eran las auto-

funciones de la ecuacion de calor Au = —uy,,). Tomando los xy = ka/J con k = 1,...,J — 1
entonces

-1 2 (T =, . (TR
(tnst, o) — W/ (tn, 24 Z \/ Atrerq; . sin " & = Z b; sin - & (4.42)
=1

donde b; == 1/2q;Atyet/a y los g; = |j]~# 179, Con la finalidad de tener la mejor eficiencia usando

la transformada répida de Fourier (FFT), J deberd ser una potencia de 2. Estos elementos nos
permiten ahora modelar la hoja Browniana como un proceso de ()-Wiener.
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4.4. Simulacién de la Hoja Browniana

El cédigo usado para simular el proceso de ()-Wiener es:

# Funcion para la creacidén de los coeficientes bj

def func_bj(dtref, J, a, r):
j = np.array(range(1,J))
epsilon = 0.01
root_qj = j**(-(2*r+l+epsilon)/2)

# Esto llega hasta J-1
# Definicion de epsilon

# Ecuacion para la raiz de qj

bj = root_qj * np.sqrt(2+dtref/a) # bj coefficients

return bj
# Creacion del proceso de Wiener
def func_dW(bj, kappa, N, seed=42):

np.random. seed(seed)

J = len(bj)+1

xijn = np.sum(np.random.randn(J-1, N, kappa), axis=2)

# Transformada de Fourier
jvals = [j for j in range(1,J)]
kvals = [k for k in range(1,J)]

Sjk = np.sin(unp.pi*np.outer(jvals, kvals)/J)

bSjk = np.multiply(bj, Sjk)

# Estos elementos representan bj*sin(pi j k/J)zi_j ™n

aux_e = np.array([np.multiply(bSjk, xijn[:,n]) for n in range(N)]).T

dWkn = aux_e.sum(axis=0)
W = np.zeros([J,N])
Wli:,:] = dWkn

W = W.cumsum(axis=1)

return W

con J = 27 = 128, Atyer = 0,001, a = 1, At = 0,01, k = At /Aty = 10, N =100 y T = N - At = 1,
obteniendo las superficies que se ven en [4.5}

Podemos representar por ejemplo mostrar el camino muestral W7 (1) en bajo las mismas con-
diciones anteriores excepto a = 8 y J = 2% = 256:

En la seccion siguiente se utilizara la hoja browniana coloreada para simular el ruido aditivo en la
ecuacion de calor estocastica.
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. > X
04 06 .~ 02 QO‘J
HS 0.8 0.0
Do 10 -

Figura 4.5: Proceso de @Q-Wiener (la Hoja Browniana) variando el pardmetro de regularidad r con
los valores 0,5, 1y 2 con z € [0,1] y t € [0, 1]

0.00
-0.25
-0.50
—0.75
-1.00
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Posicion

Figura 4.6: Camino muestral en t = nAt,s = 1 con a = 8.

4.5. FEcuacion de Calor Estocastica con Ruido Aditivo

La ecuacién de calor estocastica con ruido aditivo es:

ou 9%u

E = 9@ + oW (443)

Donde ¢ es una constante que calibra la influencia del ruido W en la solucién u, a esta constante
se le conoce como el nivel de ruido y a W se le conoce como un ruido blanco espacio-temporal.
Esta ecuacién puede ser escrita como:

du = 0Audt + odW (1), u(0) = uy € L*(D), (4.44)

donde A > 0 y las condiciones de contorno son de Dirichlet sobre el dominio D y W(t) es un
proceso de @)-Wiener. Exploremos primero lo que seria la solucién fuerte a 4.44

Definicién 4.5.1 (solucién fuerte). Un proceso predecible que toma valores en H {u(t) : t € [0,T}
es llamada una solucién fuerte si

u(t) = up — O/Ot Au(s)ds + U/Ot dW (s) (4.45)
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esta forma de solucién es muy restrictiva en la practica ya que requiere que u(t) € D(A) donde
D(A)D es el dominio de A. En vez de esta formulacion se usard la formulaciéon débil o variacional
de de . A diferencia del caso determinista no hay condicién sobre du/dt. Definamos lo que serfa
la solucién débil.

Definicién 4.5.2 (solucion débil). Un proceso predecible que toma valores de H {u(t) : t € [0,T]}
es llamado una solucién débil de [£.44] si

(), v) = (ug, v —9/ Avds+o/t<dW(s),v>, W e [0,T], veDA)  (446)

pero como W (t) es un proceso de Wiener, entonces usando m

/<dW( ), /0 < [Z VaiXiB5(s ] 7U> = i/ot <\/q_j juv>dﬁj(3)'

Esta forma es conveniente para realizar aproximaciones. Analicemos ahora la ecuacion de calor
estocdstica en una dimensién. Consideremos la solucién débil a la ECE |4.44] con D = (0,7), de
manera que para tratar este problema consigamos las autofunciones asomadas a la ecuacion de
calor determinista, siguiendo el mismo procedimiento de pero con el intervalo D entonces

¢;(x) = y/2/msin(jz) con autovalores v; = j* para j € N. Supongamos ahora que W (t) es un
proceso de (-Wiener y las autofunciones x; de () son las mismas que las autofunciones ¢; de A
con v € D(A), entonces una solucién débil satisface

(u(t), v)r20,m = (U0s V) £2(0,m) +9/ ), Av) Lzoﬁ)ds+z /\/_gbj, V) 12055 (). (4.47)

Representando a u(t) como una serie de Fourier (es decir en L*(0,7)) u(t) = 352, 1,(t)p; para
t;(t) := (u(t), #;) 12(0,x)- Entonces usando la ortogonalidad de la base (ver [A.3.1)) v = ¢; entonces:

a,(t) = 4,;(0) +9/0t(—yj)aj<s)ds+a/ot JTAB;(s)

Por consiguiente, () satisface la siguiente Ecuacién Diferencial Estocastica Ordinaria

diy; = —Ov;t;dt + o /q;dB;(t) = —050;dt + o\ /q;dB;(t) (4.48)
Esta ecuacién se puede abordar como la ecuacién de 1t6 unidimensional, Supongamos que:
du = f(u)dt + g(u)dW (t) (4.49)
entonces: 90 90 | 9
dP = —-di + Zdu + 5= det (4.50)

Identificando aca f(f;) = —05%a; y g(t;) = 0./q;, y haciendo ®(t,4;) = e, entonces:

d® = e (a0 — 05%)dt + e (—050;dt + o/q;e*dB;(t)) (4.51)

L Algunos detalles en relacién al dominio del operador lineal A identificado como D(A) se consiguen en |Gabriel
J. Lord, 2014]

23



escogiendo o = 052 es decir « igual a los autovalores de ¢;(z):

- | oot
ity — 1y (0) = a\/q_j/o dpi(s) =y =i,(0)e T o qg‘efeﬂt/o e dpy(s), (4.52)

esta ecuacion se puede reescribir como:

t/At
N ~ —0452¢ —052t 14 052nAt ¢n
t; = 0;(0)e”"" + o, /qje”” Alglo VAt nz:% e (4.53)

donde At representa el tamano de los intervalos de tiempo en los que fue discretizado el tiempo.
Usando [4.53] la solucién de la ECE con ruido aditivo serfa:

t/At

2 gy .
\/72% sm(ja: —|—O’Z msm(]x)e gthlirBOVAt;eej Atgj,

La extension al caso espacial se abordara en la seccion siguiente. Parte de la introduccion de la
relacién espacial se puede hacer por medio de la condicién inicial y escogiendo de manera especifica
los z en relacién a la transformada de Fourier. Consideremos que u(0,x) = uo(z) = g(x) € L*(D)
usando la ortonormalidad de la base podemos conseguir una expresién para 4;(0). Nétese que:

Zu] sin(jx) = g(z)

con la ortonormalidad:

/ ZuJ sin(jx) \/gsin(kx)dx = /Oﬂg(:v)\/gsin(j:v)d:v,

se consigue una expresion para ,;(0):
\/> / )sin(jz)d (4.54)

La solucién a la ECE con ruido aditivo seria:

5 t/At
Zua e~ sin(jir) +aZ e Sn(a)e 07 lim /A Z ot

(4.55a)

\/> / )sin(jz)d (4.55b)

donde g(z) € L?([0, 7]). Si por ejemplo se toma g(x) = sin(x) (y usando la ortonormalidad):

— \/E/O7T g(x)sin(jx)dx = \/3/07T sin(x) sin(jz)dr = {0,72r i i 1

o4



se obtiene:

t/ At

u(t,x) = e " sin(x) + OZ R TRREE sin(jz)e %" lim VA Z e’ nalen (4.56)

At—0

Aca hay varios comentarios que hacer. Notese que los coeficientes @;(t) en son un proceso de
Ornstein-Uhlenbeck, es decir obedecen una ecuacién diferencial estocastica ordinaria de la forma:

AP = —0Pdt + odW (t) (4.57)

la cual tiene la misma forma de [4.48] la solucion al proceso de Ornstein-Uhlenbeck es un proceso
Gaussiano y en virtud del teorema:

Teorema 4.5.1. La distribucién de probabilidad Px sobre (RT,B(R®)) de un proceso Gaussiano
que toma valores reales X (t) estd inicamente determinado por su media pu: T — R y su funcion
de covarianza C : T x T — R.

Por lo tanto el proceso estocastico que representan los coeficientes 7; estd tinicamente determinado
por su media y su varianza. Calculemos entonces la media y la covarianza de este proceso para el

caso de [4.53

t/At

() 6]t+0'\/_6 Hjthm\/_zeejnAtgn

At—0

p=E[g;t)] =E

t/At

= 4;(0)e™ " o fge 0" lim \/_Z e "At]E{ ]} — 01;(0)e %" (4.58)

por otro lado la covarianza es:

Cov(s,t) =E[it;(s)it; (1)] — Ela (1) Efa, (5)

. S/At
—E ﬁ?(o)e—eﬁ(t-i-s) s /—qj,aj(o) —052(t+s) hm Z 032 mAtSm
t/At
~ 2(t+s % nAt
-+ 0/q50;(0)e” () Alglov Zej T
s/AtL/AL ,
—0352(t+s5) 9] (m4+n)Atemen| i —052(s+t)
-+ o?gje Al}fl_l)lo At mz:o nZ:O £l (0)6
) s/ At
_n2 —0j5°(t+s o~ 2(t+s 052mAt
=u5(0)e" (49 1 5. /q;1,;(0)e” )Al}tglov Z e MR +
t/At
. - —052(t+s) /A 052nAt m
+ 0/q;1;(0)e 1?_{10 Z E[ 5 |+
s/Att/ At ) )
. 2 52 (t+5) 05 (m+n)At men] A' —05%(s+t)
+ o?gje” AlgloAth:()nz%e E[¢7"E] — 15(0)e

pero E[{T"] = 0y E[{]"§}] = ™", donde 6™ es la delta de kronecker, ademds haciendo el cambio
de variables s,t a min(s,t), max(s,t) y el cambio de indices m,n a m’,n’, nétese que s + t =
min(s, t) + méax(s,t):
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max(s,t)/At min(s,t)/At

COV(S,t) — O_ q 679] (S+t) lirilo At TTZZ::O n,zzjo €0j2(m/+n’)At5m/n/
min(s,t)/At min(s,t)/At )
— —052(s+t) lim At 05 (m/+n/)At5m/n’
R D DR DR

min(s,t)/At

= o2 q; o0 () Jim At Z 205°m’ At

At—0 =0

min(s,t)/At ,
_ O' 4 679] (s+t) lim At Z ( 29j2At)m

At—0

=0
- i ( ) ( 0]2At) mm(s t)
serie geométrica —052(s+t
= o2q.e lim At
4 At—0 1 — e205%At

At—0 1 _ 620]2At

1— 2052 min(s,t)
= o2q;e” ) i At [ ‘

, 9 At
2 —05%(s+t)[q __ 2052 min(s,t)
e = D) i

IHépital o _52(s+t)q _ 2052 min(s,t)
— = 0g;e [1—e ]A%IBO — 2022057
2
_ 9 q]: 6—0j2(s+t)[1 _629j2min(s,t)]
—2652
2
Cov(s,t) = 9 4 07 (s+1) [e%jzmin(s’t) —1]. (4.59)
’ 2052

De acd podemos calcular la varianza por ejemplo

2

Var(ii;(t)) = gej] 207 (257 1) = gejga _ W5, (4.60)

Finalmente verifiquemos que u(t) € L*(0,7), esto se puede verificar de la siguiente manera:

B[22 :/ /2,ddIP:E/ 22, w)d
lu(@®)]]7 (L2(0,7),9) L20m) QU (z,w)dx L2(0,7r)u (z,w)dx

o0

> 11;(t) ] ZE[ ]Zi\’ar(ﬁj(t))

Jj=1

=3 g (=) )

=K

La serie converge si la suma Y22, q;/ 42 es finita y esta suma es finita porque la covarianza @ es de
clase traza |Gabriel J. Lord, 2014] con esto entonces la solucién u(t) € L*(0,7) casi seguramente.

4.5.1. Aproximaciéon y Solucién Numérica

La ecuacion 4.56| puede ser aproximada utilizando las mismas consideraciones que se usaron en la
seccion Aprozimacion de Caminos Muestrales de un Proceso de Q- Wiener[4.3.3] Con la finalidad de
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obtener una expresién similar se adoptara una notacién similar, comenzando por identificar que At
en 4.56|representa el At,.f, es decir este intervalo de tiempo es el que era “pequeno”. Adicionalmente
haciendo la primera aproximacion de lima;, ., — 0Ater & Atyer, ademds ¢/ Aty = Ny entonces:

t/Atref
052nAtres ¢n
u(t, z) ~e " sin(z +JZ R TRREE sin(jz)e \/Fref Z e g
t/Atres
2q At ror ¢
=e "sin(x Z = sin(jz) Z fi? (nAbrer tﬁj
t/Atref

bsin(x —i—JZb sin(jx) Z 7% (nAtrer— t)fn

si ahora discretizamos el espacio de la misma manera que se hizo anteriormente, con z = km/J
conk=1=1,...,J, nétese como a = 7 y que si se trunca la serie hasta J — 1 se puede interpretar
(como se hizo previamente) la expresién como una transformada seno discreta de Fourier y con
esto los x pasarian a ser xy:

k‘ﬂ‘ J jkﬂ- t/Atref o
ug(t) ~ e " sin (J) + 0 bjsin (J ) 3 ¥ (nAtref_t)g‘;L
n=0

donde nétese que la suma quedd hasta J — 1 por que el término J en la suma es cero. Usando el
método de Euler-Maruyama podemos discretizar el tiempo t = NAt y como t = At,et N = NAL,
los t,, = mAt y ademés como At = (Nyet/N)Atyer = KAtyer, entonces t,, = mrAtesy con t =T
entonces:

k,ﬂ_ J—1 ]kﬂ_ mK'Atref/Atref 5
~ —mEOAL e o 052 (nAtrer—mrAtyret) ¢n
U R € sin <J ) + 0o E b; sin (J ) E e §j

n=0

k k o
Upy = € TRl gip < j) +o Z b; sin (JJW> Z e Atfef(m“’”)é;? (4.62)

n=0

esta ecuacion de arriba puede ser simulada especificando los parametros que tiene la ecuacion.
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4.5.2. Simulacién en Python

Con esto en mente podemos pasar a la implementacién en Python, cambiando el valor de semilla:

10 F
e , =~ 05
Tig, 4
Mpo 5 0.0

Figura 4.7: Temperatura para diferentes semillas [0, 13, 42]

la solucién también puede ser representada en R? representando la temperatura con colores:

r=0.4 r=0.4
30 -1 30 - 10
-0s
25 25 - 08
- 06
- 06
20 20
- 04
§ § - 04
8 3
215 3 15
-02
3 3 - 02
10 - 00 10
- 00
05 - 02 05 - 02
- 04
00 - 04
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

tiempo tiempo tiempo

Figura 4.8: Temperatura para diferentes semillas [0, 13, 42]
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Podemos ver los efectos de cambiar la regularidad r entre los valores [0,1,0,4, 1, 2] obteniendo

038 ~ 08

06 ~ 06

04 ~ 04

0.2 ~ 02

T 0o ~ 00

~-02 L

~-04 |

3.0
0 0

~ 10
~ 08 ~ 08
e © ~ 06
= 04 ~ 04
I '§ ~ 02
| 0.0
-~ 02 '

3.0 3.0

- ra
0 0
. =~ 05 Ti 4 . ~ 05
Moo 5 00

Tii 4
Mo 5 0.0

Figura 4.9: Temperatura para diferentes valores de regularidad [0,1,0,4, 1, 2]
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Finalmente cambiando el nivel de ruido o entre los valores [0,1,0,5, 1, 2]

=~ 10

=~ 06

~ 0.0

=10

1.0
=~ 08 08
~ 06 06
~ 04 04

0.2
- 02 0.0
=~ 00 02
- 02 =~ 04
3.0

T’:S 4 s - 05 L:S
Mo 5 - 0.0 Mo 5 0.0

Figura 4.10: Temperatura para diferentes valores de nivel de ruido [0,1,0,5, 1, 2]

como puede verse la eleccion de los pardmetros como el nivel de ruido y la regularidad pueden
afectar al punto en que la solucién parece no guardar relacién con la evolucion del sistema sin

ruido.

4.6. Estimacion Paramétrica para la Ecuacién de Calor Es-

tocastica

En esta seccién final se explorara brevemente el problema de la estimacion paramétrica en la ECE,
para ello se iniciara dando una interpretacion del problema en el contexto de cuerpos de agua y se
presentaran algunos elementos relacionados al problema inverso de la estimacién paramétrica.
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Sea U(t,z,y,0) la temperatura en la su-
perficie del cuerpo de agua como se ve en
la figura de al lado. Por medio de data
histérica se puede obtener el promedio para
t grande U de U.

Podemos identificar a la fluctuaciéon u :=
U — U como la cantidad de interés. Con
la finalidad de mantener la misma notacién
que se ha venido utilizando a la fluctuacién

u(t,z,y,0) se le representard simplemente Figura 4.11: Representaciép de un lago. La
como u(t, z) considerando que acé x repre- temperatura de la superficie U es represen-
senta las dos dimensiones. tada

Este problema ha sido abordado previamente en el caso mas general que involucra un término de
deriva modificar luego.

4.6.1. Problema Inverso en la Estimacion Paramétrica

La idea en relacién al problema inverso es la siguiente y con la finalidad de presentar a grandes
rasgos la idea del problema inverso se realizard una introduccién similar a la de |[Richard C. Aster et
al., 2005], en el contexto de las ciencias e ingenierias por ejemplo usualmente se quieren relacionar
parametros fisicos que caracterizan algin fenémeno/modelo con un conjunto de observaciones. Si
el modelo lo representamos como m y el resultado del fenémeno como d, pudiésemos pensar que
existe una funciéon G que relaciona estas cantidades:

G(m) = d. (4.63)

En la préactica d puede ser una variable que dependa del espacio y tiempo o venir dada por
observaciones discretas. Adicionalmente en lo que respecta a hacer mediciones, usualmente suelen
haber fuente de ruidos que modifican el valor de d. Este ruido puede venir del instrumento de
medicion, de la metodologia empleada para la medicién, de elementos o variables que no se estan
considerando al momento de hacer el modelado del fenémeno. Siguiendo con la exposicion de
[Richard C. Aster et al., 2005] pudiésemos pensar que los valores obtenidos como datos (medidas)
d serian:

d= G<mtrue) + n= dtrue + n (464>

donde 7 representa el ruido que esta afectando el valor obtenido y di..e €l valor hipétetico ficticio
que vendria a representar la medida “perfecta” en ausencia de ruido o error alguno.

Lo que vendria a representar el problema directo seria el de ya conociendo los valores de los
parametros m que caracterizan el modelo obtener los valores esperados para la data d dadas cier-
tas condiciones. No obstante esta seccion estara enfocada en lo que se conoce como el problema
problema inverso es decir encontrar los parametros m dada una data discreta d. Existe otro caso
adicional el cual se le conoce como el probema de identificacion del sistema el cual consiste en
determinar a G dadas muestras de m y d (considere que G puede ser un operador, una EDO o una
EDP por ejemplo).
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El caso de interés aca sera el del problema inverso discretizado, particularmente como el niimero
de pardmetros de interés acéd es pequeno este tipo de problemas seran llamados problemas de es-
timacion paramétrica, ya que se estan estimando pardametros por lo que el caso de interés seria el
problema inverso de estimacion paramétrica.

La dificultad de este tipo de problemas consiste en que en los casos reales se pueden tener muchos
modelos que se ajusten de manera adecuada a la data. Por lo tanto es necesario en este tipo de
problemas poder identificar si existe la solucion, la unicidad de la misma y la estabilidad del proceso
en cuestion. La discretizacion del caso continuo se puede hacer por medio de una representacion en
términos de una serie de Fourier, representando por ejemplo el pardmetro de interés m en términos
de alguna base en particular por ejemplo:

o) J
m(zx) = zajgj(x) ~ Z a;jg;(z). (4.65)

esta idea puede ser usada por ejemplo para estimar la difusividad térmica 6 en [4.44. Notese que
la ecuacién que se ha estado explorando en este trabajo

4.6.2. Estimaciéon Paramétrica en Cuerpos de Agua

Existen multiples trabajos que abordan la evolucién de la temperatura superficial en cuerpos de
agua como en [Frankignoul, 1985]. Aca se senalan multiples fenémenos y variables que afectan la
evolucion de la temperatura superficial como, si es de dia o de noche y su relaciéon con la estratifi-
cacion del cuerpo de agua, la temporada del afo (estacién) que esté relacionada con los vientos los
cuales transportan energia de la superficie por medio de conveccion enfriando la superficie, etc...
Las ecuaciones usadas para modelar este fenémeno son las de Navier-Stokes, que para variaciones
en la superficie despreciables superficie del cuerpo de agua e integrando las variaciones verticales
(usando la notacién de [Frankignoul, 1985]):

Q—-Qy

W2 v+ (T — Ty )w, — khVT +
pCyp

5 =0, (4.66)

donde T es la temperatura, v y w es la velocidad horizontal y vertical respectivamente; ¢ es el
flujo de radiacién solar penetrante de onda corta que llega al cuerpo de agua, p es la densidad del
cuerpo de agua y C), es el calor especifico y h es la profundidad de la zona de mezcla turbulenta
que esta antes de la regién estratificada del agua que cuerpo de agua. Para obtener esta ecuacion
se us6 la condicién de incompresibilidad V - v 4+ 0w/dz = 0.

Dependiendo de la escala de tiempo que se analizard se pueden considerar o despreciar algunos
fenémenos en particular, como por ejemplo, durante el dia, unos vientos ligeros pueden ocasionar
variaciones en la temperatura superficial a unos pocos metros de profundidad. Asi que si el ciclo
que se estudiara es de 1 dia de duracion estos efectos pueden jugar un rol importante pero a esca-
las mayores pueden tener un efecto despreciable en relacion a otros fendémenos que entran en juego.

Debido a la dificultad propia de la prediccion de las fluctuaciones del clima, un enfoque 1til para
interpretar las anomalias consiste en modelar el fenémeno como un proceso estocastico. Ya para
1976 se publicé un articulo desarrollado por Hasselman [Hasselmann, 1976] donde desarrolla su
teoria del modelo climatico estocastico, usando un formalismo de dos escalas de tiempo. En esta
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serie de articulos divididos en varias partes demuestra que los cambios climaticos relacionados a
una escala de tiempo corta dan como resultado los cambios climaticos en una escala de tiempo
grande y que este proceso se puede modelar como un caminante aleatorio para las fluctuaciones
en el clima, es decir se puede modelar como un proceso de Wiener.

En estos articulos Hasselman mostré que la evolucién del clima esta gobernado por la ecuacion
de Fokker-Planck para la distribucion de probabilidad de estados del clima en el espacio de fases.
Recordemos que la ecuacion de Fokker-Planck tiene la siguiente forma:

dXt = M(Xt, t)dt + O'(Xt7 t)th (467)

nétese que esta ecuacion es un caso mas general de la ecuacion de Ornstein-Uhlenbeck la cual
recordemos era un caso mas general de 4.48| Es decir que el problema que se ha estado estudiando,
matematicamente obedece la misma ecuacion diferencial que se ha estudiado.

4.6.3. Estimacion de la difusividad con MLE

En el trabajo de Ostrovskii [Piterbarg, 1997a] se considera la estimacién de la velocidad de deriva y
de la difusividad para distribuciones dependientes del tiempo por medio del estimador de maxima
verosimilitud (MLE). El caso particular de interés en ese trabajo es la ecuacion:

oT
donde A es el coeficiente de decaimiento en la ecuacién estocastica de transporte y difusion del
escalar T el cual en nuestro contexto es la temperatura. Otros trabajos como el de |[Piterbarg,
1997b] también aborda la estimacién de u y D usando MLE.

En [Lototsky, 2009] se aborda la idea de la inferencia estadistica para la ECE con ruido aditivo.
En el articulo se usa un estimador del tipo espectral, alli el niimero de coeficientes de Fourier
espaciales de la solucién es finito . Ademads en el trabajo se abordan las propiedades asintéticas
del estimador para el caso de intensidad de ruido fija y para el caso de un tiempo de observacién
fijo. Para esta ecuacién se considera que z € (0,7), 0 <t < T y que en los bordes la temperatura
absoluta es igual a la media u(t,0) = u(t, ) = 0 ademaés la condicién inicial es que la temperatura
inicialmente en toda la region es igual a la temperatura media.

Partiendo de la trayectoria observada para un j en particular y multiplicando por j%u; enton-
ces: T
6o — _Jo_J sty (4.69)
Jo ]4U32‘dt
ya algunos trabajos han mostrado que este estimador es consistente |R. S. Liptser, 1978] cuando
T — +o0: _
0 — lm _fo J ujdu,

: 4.70
T—oo [T jhuldt (4.70)

Considerando las trayectorias de u;(t) y combinando los estimadores al reescribir con NN valores
de j:
N _ il Jo JPusdu

—~ : (4.71)
SNy jtuddt
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Este estimador fue sugerido por primera vez en [Huebner et al., 1993] el cual es de hecho el MLE 6
basado en las observaciones u;(t), k =1,...,N, 0 <t < T. Con esto en mente podemos conseguir
el error en la estimacion de la siguiente manera:

O = X o Jugduy XL 0 Puj (~07usdt + 0 /75dB;)
ity Jo jtuzdt S Jo gt
_ _9_ Zj\le foTj4U?dt T Z;V:1 \/q—jf(;ijUjdﬁj
NIy jtuddt Ny huddt

o S G o 5P uidB;

— -
SNy jtuddt

es decir que el error seria:

- E;\/:1 \/@foT j*u;dB;
SNy jtuddt
Esta expresion nos permite calcular el error en la estimacién. Nétese que para el problema en
estudio se ha estado desarrollando la estimacién de la difusividad 6, el caso singular del nivel

ruido, o la volatilidad ¢ es un problema singular. El cual se comenta en [Cialenco, 2018] se puede
calcular de manera exacta por medio del argumento de variacion cuadratica:

éN—QZO'

(4.72)

o — <uj>T _ <UJ>T 4.73
(Jo" cht)l/2 VT )

es decir que si la data se tiene de manera discreta se puede aproximar la ecuacion de arriba. La
consistencia de este estimador se puede alcanzar disminuyendo la frecuencia de los pasos tempo-
rales At mientras se mantiene fijo 7' o aumentado la cantidad de observaciones mientras 7" y los
pasos At permanecen fijos.

Finalmente a modo de cierre nétese que podemos analizar el comportamiento para 1" grande de la
variacion de @;(t) |[Lototsky et al., 2017 con {4.60;

2

, o 074
Jim Var(a;(1) = 553

(4.74)

Estos elementos pueden ser usados para explorar el problema inverso de la estimacion de la difusi-
vidad térmica en la superficie de un cuerpo de agua, el cual recibe energia de una fuente aleatoria
la cual se puede modelar por medio de una hoja browniana.
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Apéndice A

La Ecuacion de Calor Determinista

A.1. Analisis Dimensional

A.1.1. Transformacion

Partamos de la ecuacion de calor homogénea:

ou
— =kV? Al
5 — kYU (A.1)
esta ecuacion puede ser reescrita como:
gu(t:c x x)—kia—Qu(t:C x x,) (A.2)
at s L1y L2y e 0oy dbp) — izla,’ﬂ% gy L1y L2y e e ey by .
hagamos el cambio de variable:
T, = ax; (A.3a)
t'=0bt (A.3b)

Este cambio de variables no afecta el fenémeno fisico ya que solo representa una dilatacion o
contraccion del espacio y el tiempo. Veamos que ocurre si se cambia u(x,t) — u(x’,t'):

d roor 0
au(t,xl,x%..., —kza > u(t', a, xy, . ay) (A.4)
donde:
Ju  Ou ot bc?u
ot ot ot ot
ou ou 395 ou .
ox; Bx 83:1 8:76;
Pu 9 (Ou) 9 8ua a—a282u
ox?  Ox; \Ox; )  Ox) \ O} - 02P?
entonces:
) r 82
8t’ - kz ax/z' (A-5)



Noétese que si a? = b y si establecemos que a = X entonces la ecuacién de arriba obtiene la forma:

ou " 0%u
g _y,
o~ P2 Gp

(A.6)

Es decir que la ecuacion diferencial es invariante ante una transformacién de sus coordenadas y
del tiempo de la forma u(t,z) — u(At?, Az). Otra manera de ver el resultado obtenido es que si
u es solucién a la ECD entonces u(M? A\r) para A € R también es solucién.

A.1.2. Solucion de la ECD

Partamos de la siguiente transformacién para encontrar la solucion a la ECD:

u(t,z) = \*u(At, \’z),  YA>0,t>0 z€R" (A7)

Haciendo A = ¢! se obtiene v(y) = u(y, 1)[] Introduciendo la propuesta de u en la ecuacién de
calor:

at= @ y(y) + sty Vo(y) + @ Av(y) = 0 (A.8)
con y = t~5%. Escogiendo 3 = 1/2 con la finalidad de que no aparezca t~(@+1):
1
ozv—|—§y-Vv+Av:O (A.9)

Simplifiquemos la expresién atin mas asumiendo que el problema tiene simetria rotacional (solo
dependera del radio), es decir que v(y = w(r)), con r = |y|:

n 1 n 1 d [, ;dw
aw + —rw — " —
2 =1 dy dr

n—1

1
)zO:>aw+2rw'+ w' +w" =0,

r

fijando a = n/2, la expresion de arriba se puede reescribir:

1 -1
gw+§rw’+Lw’+w":0
n n 1 n+1_ ./ n—1_.1 n._ N
S w T w+ (n—1r""w +r"w" =0
n+1,.,\
(T 2’LU) +(an,)/:O,

integrando y tomando el limite cuando r — o0, se conluye que a = 0 donde se asume que no hay
variacién de temperatura en el infinito w’ = 0:

/ 1 _2?
W= —grw — w=be 1
1Este procedimiento de seleccionar A = algo™' se suele hacer en la termodindmica bajo el enfoque Neo-

Gibbsiano(ver |Callen, 1985]), especificamente con la ecuacién fundamental, ya que los pardmetros extensivos son
definidos como funciones homogéneas de grado 1, en el sentido del teorema de Euler. Con este procedimiento se
puede redefinir el problema como un problema cuyas variables asociadas sean funciones homogéneas de orden cero
(pardmetros intensivos).
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A.2. Problema del Valor Inicial

A.2.1. Transformada de Fourier de la ECD

Una manera de solucionar la ECD es transformando la EDP con la transformada de Fourier para
luego resolverla en el plano complejo. Recordando la forma de la transformada de Fourier:

F{f} = F(t,7) = (Qi)n I (A.10)

y adicionalmente que la ECD es y que se debe reescribir [2.12] Entonces:

ot
Flu(t,z)} = F{g(z)} en {t =0} x R"

ou 1 ou %X 0 1 x ou
f{@t}—(%r) e at© 8tl( )/ wz, e d] ot

ahora para el término del Laplaciano se puede ver que:

f{a“} FIEV2u}  en (0,00) x R

1 - 1 " O%u
F ka — k,v2 zx-xd — k et zx~xd
n 1 82 a2u _ n
= k iX- Xdr = XX d
jzzjl 2m)" Jrn Ox A Rr 8x§6 l:rll .

LRSI | 0%u
— 8 2mer @mm)
y z:: I1 (2m)™ Jrn 8:5 4

1 82 1T T d
et rdr
j=11=1m=1 (2m)" Jre 3$ :

ésta expresion se puede integrar por partes considerando que para la integracién en x; todos los
términos que no son x; salen de la integral de x;, ésto es que:

1 82 82 n .
FlkV?2 = k / JREIETP Tmm ] Tmam g
v = g o | “””1*2[—00 T 4 L e
J#l m#l

resolvamos la primera integral dentro de corchetes por partes:

0 52y - — oul™ _ oo o [®
—— € dy = " — | — el + (iT) ue™dr,
2
—o0 01 Oz —c0
— —00
donde se asumira en general que:
z]lig:loou(xl, e X1, X Ly, e, Ty) = 0, :cjli)r:rl:loo 87u(1:1, e L1, T Ty, e Ty) =0
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con ésto en mente entonces:

© 9%y

o0
1T ] (= \2
—— ey = (1T /

—0o0

uemlzldl’z — _T?/ uem:ledxl

—0o0

éste procedimiento se puede hacer para las otras n — 1 integrales de igual manera obteniendo

entonces:

1 o9 _ n [es) _ n _
F{kV?u} = kz<27r)n /Rn_1 —le/ ue"™ " dx, —ZT? [/ ue”mwmd:vl] H ermrtmdr,

Jj= lym=1
J#l m=#l
1 > o no
= —k / {x2/ ue”’"“"”’”dxl} e rmrtmdr,
(27]_)”; Rr—1 S VRS l,lm_£1
m##l
= —k L iﬁ/ /ueﬁmxmdajl ﬁ e TmIm d,
(2m)m j=1 T IRt R Lm=1
m#l
= —k ! zn: ﬁ *2/ /uemmxmdm:—k‘img ! / ue™*dx
(2m)n Dimm 7 Jrn-1 JR i T (2m)™ Jrn
donde sabemos que [2.13f
Yozt = |x)* =7, U(t,T) = ! / u(t, v)e™*dzx
J (27’(’)” n

es decir que:

F{kV*u} = —k7°U(t,7)
por lo tanto volviendo a [2.12f

%[t]——m%/ —  U(t,T) = c(m)e ",

Ahora apliquemos la transformada de fourier a la condicién inicial:

F{u(0,2)} = U0, 2) = F{g(z)} = G(2),

pero sabemos que:

Ut, ) =c@e ™! = U0,7)=c@ =0C= = UlLT) =G@e "

(A.11)

(A.12)

(A.13)

Es decir que la transforma de fourier de u(t, z) es el producto de la transformada de fourier de la

condicién inicial g(z) por una funcién.
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A.2.2. Transformada Inversa

Con la finalidad de hallar la transformada espacial inversa de H(t,T) = e "t debemos definir
primero a la inversa:

o0

FUPWT)} = ft,2) = / F(t,T)e ®*dz (A.14)

— 00

ésta definiciéon nos permite definir una distribucion de gran utilidad al ver que:
FUF{fta)}) = f(t2)

es decir que:

ft,z) = /Rn [ - /n , ') ix,"‘dm'] e~ X*dx

/ e”(l’/—x)dx] da' = / f(t, 2" )h(z' — x)da'
n Rn

La distribucién h(z’ — z) es conocida como la delta de Dirac:

1

o' —x) = @n) /n @y f(tx) = /n f@', t)o(x" — x)da’ (A.15)

y reescribiendo se puede ver que puede ser interpretada como la transformada de Fourier de
la funcién 1 F{1} = o6(z). Habiendo aclarado éstas particularidades podemos pasar a calcular la
inversa de H(t,T) = e ¥t

F'H(t,7) = F 'Fh(t,z) = h(t,z) = / H(t,T)e ™ *dT = / KTt IR g

n

ésta ecuacion puede ser reescrita considerando que:

—kz't —iX-x = —k’t<x2+ixkitx):—kt(x§+~~+xi+z’x;§fl+...+z'$7];f”)
= —kt 2 ) (2 ﬂ:_kt <2 ]j>
[(ml—l—z )t @i ]z_:l T i
2

2 2 k& n 2 \?
_ 5 I L Y 224
- ktzl( +Z2kt> +4k2t2] e 2= kt;(”%“%t)
2
I i
Akt ]Z::(x +Z2kt>

entonces:
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7j=1

mz n €T 2
= e*M/ exp —ktZ(?—i—’izlgt)

h(t,z) = /nexp [—4“ - ktzn: (:E +22kt>2] dT

A.2.3. Solucién en el Plano Complejo

La ecuacién:

2 r 2 n
h(t,x) = e 1k {Tlgrgo/_r exp [—kt( +Z2k‘> ] dl’l} ,

puede desarrollarse si se comienza haciendo el cambio de variables:
Ahora haciendo el cambio de variables:

X = \/_(:Ul —sz)

en la integral dentro de corchetes:

. . ) ] r\/HJriQ'\T/ZH
’ _ —2 7[ E ’ 7X2
rlggo . exp [ kt (:L‘l + ZZkt) ] dz, TH 7}1}1{1}1@ / e X dy
—r\/HJrz‘leH

ésta integral estd representada en el plano complejo como una integral de linea C'; como se ve en

ATl

Im(x)
TW/HJFZQ\”}E Xy C
e Xdy /e Xdy | ke 1 ,‘
—rVkttizg @ 3 - 3 Re(x)
—ri/kt rVkt

Figura A.1: Integracién compleja de C.
Es decir que la integracién sobre la region encerrada por los 4 caminos seria:
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Im(x)

2 4 2 Ly C
j{e’X dX:Z/e’X dx okt 1
i=1¢, Cy Co
) Re(x)
—r\/H Cs r\/H

Figura A.2: Integral cerrada que se puede crear para evaluar la integral original considerando
multiples teoremas en el plano complejo.

de acd se puede ver que:
/ e_XQdX = %e_XQdX — /e_XQdX — /e_x3dx — /e_XQdX
@ ¢ Cs Ca
ahora volteando la orientaciéon del camino Cs y C:

/ e X dy = j{e_Xde—i— / e dy + / e X’ dy — /e_XZdX (A.16)
Cl CQ_ Cgf cV4

. A2 ., sy . ., . .« .z
considerando que e”X" es una funcién analitica en la regién de integracion (realmente es una funcién
entera, al ser analitica en todo el espacio) la integracién sobre un camino cerrado simple cualquiera
serd cero de acuerdo al teorema de Cauchy-Goursat:

%e_XQdX =0 (A.17)
Ahora resolviendo las integrales de C5 y Cy, se puede ver que ellas son:
trvkt+is
lim / e X dy, (A.18)
+rvkt

ahora probaré que éstas integrales tienden a cero cuando r — oo. Esta integral llamémosla I' debe
poder ser escrita en su forma polar:

:I:r\/H-Hzm

I'= / e Xdy = |T|er*er
+rvkt
donde:

Tl =

‘/:I:r\/H—HZ\/H . 5

/j:r\/H+i !
+rvkt

2R o= ). A.19
i e ||dx| (A.19)

o : : , 2 ik 2
El siguiente paso es verificar si el médulo de e X" esta acotado. para ello veamos que es |[e X" |:
—x2 32 L2\ %
e = e (e)

71



donde se estd usando la notacién z* para representar el complejo conjugado de z. Reescribiendo la
expresion de arriba:

e | = Ve 0 = 720 ™) (A.20)
entonces si x = |x|e? 2™ entonces:
A x? = xR 4y [2e 20T — |y 2[cos(26) + i sen 260 + cos(20) — i sen 20]

= 2|x|? cos(26)

donde se puede verificar por la parametrizacion que estd dada de forma implicita en los caminos
que:

_ 4] -1 Z _
0<é <tan1(), T — tan <><0 <7
== 2rkt 2rkt) — T T
donde el 6~ indica que ese angulo esta dado en sentido inverso al que aparece en el limite de
integracion, ésto se colocd de ésta manera con la finalidad de que la desigualdad tenga sentido
al momento de la integracién se colocara de la forma apropiada. Siguiendo para ambos casos se
puede verificar que:

X 2 € 2
1= <2rkt> 2 2 (QTkt) X2+ x*? 2
T 2 < cos(20) <1 — Ix|* — 2|x| . < > < x|
1 — 1 o
* (2rkt) + <2rkt>

volviendo a [A.20

2
zy
e < e < e exp { 2|\ (2”“)2 (A.21)
x
1 + (27"ll<:t)
con ésto verificamos que efectivamente la funcién |6*X2| estd acotada. Ahora estudiemos las cotas
de |x| para verificar si se puede simplificar un poco mas la expresion |A.21}

. X 4y 2
VL < v < VR VEE < v < rVER 1+ (L
rktsxsEvktticos = ks sy +(2rk;t)

de manera que (se puede ver graficamente la regiéon que describe los limites de || en [A.3)):

(o)
2rkt

X 2
1 T
+ <2rkt>

() (o)
2
22]{25% <9 2 | _\2rkt) < 9%kt |1 (‘rl)
" 1+<$z>2_m 1+<$z>2_r +2rkt
2rkt 2rkt
es decir que con respecto a las cotas:
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//// 2\/H \\\\

//J’ A///}\CQ_ R ( )

\: H e X
—ry/kt 0 vkt

Figura A.3: Cotas para ||

Xy 2
7 \? l (2 k:t) xi
r?kt < |x|* < rPkt [1+ (2 o ) ] Pt 4 L g|yf? |2k o T
T

4kt 1+($z)2 okt
2rkt

entonces:

+ (55%)
por lo tanto:
+rvktdi—2 +rvkt+i—= x2
s [ e s R ooy
+rVkt +rvkt
2 2
_ —ktr? Tl :tT\/_—}-Z :FT\/_’ Tle—k”Q
\/_
es decir que:
9512 2
lim |[T'| < ——=e2% lim e kT = — Iim [I'| =0
r—>oo’ | 2\/H r—00 r—)oo’ ‘

siempre y cuando £ > 0y t > 0. Esto es muy importante ya que nos indica que:

. (L‘l
+rvEkt+i /=

lim I' = lim e X dy = lim IDjefaeT = @

r—00 r—00

+rvkt
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y por lo tanto las integrales C'; y C} en limite cuando r — oo son idénticas a cero. Por lo tanto:

lim e_XQdX = lim /7 e_xgdx = /RG_XQdX =T (A.24)
3

r—00 Cl r—00

Esa integral es muy conocida y se puede resolver facilmente al tratarla en R? y cambiando a
coordenadas polares. En resumen, de éste calculo obtuvimos que:

. " o\ ™
1 - 2 + > =/
Jim o exp l kt <£El oy ] dz, i

Volviendo a la expresién para h(z,t):

h(t,x) = <2t)n/2 exp (—;;) (A.25)

A.2.4. La Transformada y el Teorema de Convoluciéon

Considerando que u(t, z) es la transformada inversa espacial de U(t,T), entonces:

u(t,z) = /nG(T)H(t,T)e_&'EdT:/

= (2i)n / g(a)

Puede mostrarse sin ninguna dificultad que:

nH(t,x)[

/ H(t,T)e = 6)

/ g(x/)eix-x’dxll o~ IRR J

dr' = (271r)” /ng(x/)h(t,x — 2')dx'

(2m)"

u(t,x) =

(27T)n /n g(x’)h(t,m — l")dg]/ = - /n h(t,fbl)g<m o ZE,)dlL‘/ (A26)

usando la expresién de h en se obtiene:

u(t,x) = /n g(x/)(élﬂclt)m exp [—M] dx’ (A.27)

A.3. Series de Fourier para la ECD

A.3.1. Ortogonalidad de la base

Partiendo de la solucién como:

u(t,z) = iun(t)wn(m‘) (A.28)
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podemos reescribir la expresion usando la ortogonalidad de la base:

[ 2@z = [ @0 = 38 [ (o)l

= A? Z U (t / sin(nmx) sin(mmz)dz

e i i) [ [cos(mrx — mrz) ~ contone + mﬂx)] .
e 2 il [ {cos[(n ~mima) ~ cosfn £ ] dx}
) ,4;2 i it {smgin_—n:’;z:raz] B Smgi”fﬁ;zr”] } |1
H s s

Aca usaremos la ortogonalidad de esta base escogida, es decir néteses que con n y m pares la
expresion da cero, que si n y m son impares, su suma o resta también serd par y por lo tanto cero
y que si uno es impar y el otro es par, o considere si uno de ellos es para y el otro es impar, los
argumentos de los senos se podran escribir como [2(n’ £ m') & 1], reescribiendo los senos con esto
sin[[2(n' £ m/)|r| cos(m) & cos[2(n’ £ m/) 7] sin(7) = 0.

Es decir de momento la integral es cero para todo n y m, falta sélo considerar el caso de n = m
el cual se puede extraer de la siguiente manera. Considerando que sin|[(n + n)7]/(n + n)r =
0, pero sin[(n — n)7]/(n — n)7 estd indeterminado. Pero esperamos que el comportamiento de
sin[(n —m)x]/(n —m)r variando n hasta que n = m sea similar al de sin(z — z¢)/(x — o), cuando
x — 0y el valor de esta tltima lo conocemos y es 1 (es decir que esta base la podemos considerar
ortonormal al fijar a 42/2 =1, 0 A = /2), con esto en mente entonces:

/0 Lt ) () = wn(?) (A.30)

A.3.2. Reescribiendo la soluciéon
Reescribamos a 1, (t):

1

(1) = (0 ) = [0 a(o)de = w12 = [0 @)

1

0

= —ult, ) o) + [t o) (A1)

0

= /01 u(t, z)[—v2(nm)? sin(nrx)]dz
~(ur)? [ Lt 2) V2 sin(nra)|dz = — () 2un(t) (A.32)
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esta ultima expresion se puede resolver como:

du,
dt
n=Coe M — (1) = u, (0)e T

Es decir que la solucion seria:

o0

Z anwn - 7r2t1/}n( )

n=1
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(u07 ¢n) i

€ L?[0,1]

(A.33)

(A.34)



Apéndice B

Procesos Estocasticos

B.1. Espacios de Medida

Antes de definir lo que es una variable aleatoria, comencemos definiendo lo que es una o-algebra:

Definicién B.1.1 (o-dlgebra). Sea €2 un conjunto dado, entonces una o-algebra F en (2 es una
familia F de subconjuntos de €2 con las siguientes propiedades:

(a) D e F
(b) Ae F — AY € F, donde A® = Q — F es el complemento de A en Q.

() Aj,Ay,... e F = A=|JA eF

i=1
El par (€2, F) es llamado un espacio medible.

Definicién B.1.2 (medida de probabilidad). Una medida de probabilidad P en un espacio medible
(Q, F) es una funcién P : F — [0, 1] tal que:

(b) Si Ay, As,... € Fy {A;}32, es disjunto (es decir A; N A; = 0 si i # j) entonces
P (U Ai> - P,
i=1 i=1

El triplete (€2, F, P) es llamado un espacio de probabilidad. Se dice que el espacio de probabilidad
es un espacio de probabilidad completo si F contiene a todos los subconjuntos de G de ) con
medida P-exterior cero, es decir:

P*(G) := mf{P(F);F € F,G C F} = 0.

Cualquier espacio de probabilidad puede ser completado anadiendo a el, todos los conjuntos de
medida 0 y redefiniendo P de acuerdo a ello. De ahora en adelante se asumira que los espacios de
probabilidad seran completos.
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Los subconjuntos F' de €2 que pertenecen a la o—algebra F son llamados conjuntos JF-medibles.
En el contexto de la teoria de probabilidad (como es nuestro caso), estos conjuntos son llamados
eventos y adoptan la siguiente interpretacion:

P(F) = "la probabilidad de que el evento F' ocurra”.

En particular si P(F) = 1 se dird que F' occure con probabilidad 1 o casi seguramente.

Otro concepto de importancia es el de la o-algebra generada por una familia de subconjuntos:

Teorema B.1.1 (o-dlgebra generada por U). Sea U una familia cualquiera de subconjuntos de €2,
entonces existe una o-dlgebra mds pequena Hy que contiene a U definida como:

Hy = ({H; H o-dlgebra de Q, U C H}.

Esto se puede probar con facilidad probando primero que la interseccion de multiples o-algebras
es a su vez una o-algebra. Probemos esto:

Demostracion. Sea {H,;}ic; una familia de o-algebras en 2 y sea:
H = ﬂ{er, 1€ I}

entonces, sea H € H, sabemos que ) € H y que Q € H, ademés cada elemento H pertenece a
cada una de las o-dlgebras asi que H pertencerd a cada una de las o-algebras y por lo tanto a
‘H también, ademas la union contable de elementos de H serd la uniéon contable de intersecciones
pertenecientes a las o-algebra H,;, pero esta unién es cerrada en cada una de estas o-algebras y
por lo tanto la unién contable de elementos de H pertenecerd también a H, es decir que H es una
o-algebra. O

Con estas ideas, podemos introducir unos conceptos que seran de utilidad. Tomemos por ejemplo
a la coleccién U de todos los subconjuntos abiertos de un espacio topoldgico Q (es decir Q = R"),
entonces B = Hy es llamada la o-algebra de Borel en Q y los elementos B € B son llamados
conjuntos de Borel.B contiene a todos los conjuntos abiertos, a todos los conjuntos cerrados, todas
las uniones contables de conjuntos cerrados, todas las intersecciones de estas uniones contables,
etc.

Definicién B.1.3 (funcién F-medible). Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, entonces una
funcion Y : 2 — R” es llamada F- medible si

YIU) ={weQY(w) eU}eF
para todos los conjuntos abiertos U € R"”, es decir para todos los conjuntos de Borel U C R".

Si X : @ — R" es una funcién cualquiera, entonces la o-dlgebra Hy generada por X es la
o-algebra mas pequena en () que contiene a todos los conjuntos

XY, U C R" abierto.

se puede mostrar que:

Hy = {X"Y(B); BeB}

donde B es la o-algebra de Borel en R". Es decir que X seria Hy-medible y Hx es la o-dlgebra
mas pequena que tiene esta propiedad.
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Lema B.1.2. Sean X,Y : Q — R" dos funciones dadas, entonces se dird que Y es Hx-medible
sty solo si existe una funcion Borel medible g : R™ — R™ tal que:

Y =g(X)
Habiendo definido estos elementos podemos introducir el concepto de una variable aleatoria

Definicién B.1.4 (variable aleatoria). Una variable aleatoria X es una funcién F-medible X :
Q— R™

Si hay una probabilidad P en F, entonces X '(B) = F € F, de manera que la variable aleatoria
induce una medida de probabilidad px en R", definida por:

ux(B) = P(X(B))
esta medida de probabilidad px es llamada la distribucién de X.
Pasemos a definir a definir la esperanza:

Definicién B.1.5 (Esperanza). Si [, | X (w)|dP(w) < oo entonces el nimero:

E[X] = /QX(w)dP(w) = /Rn xdpx(x)

es llamada la esperanza de X.

De forma mas general se puede extender el concepto para calcular la esperanza de una funcion f
(la composicion de f con X), sea f : R™ — R una funcién Borel medible y [, | f(X(w))dP(w)| < oo

entonces
E[f(0)] = [ FX@)aPw) = [ fla)dpux ().
Con la finalidad de formalizar algunos conceptos, introduciremos la idea de la norma de una

variable aleatoria

Definicién B.1.6. Si X : Q@ — R" es una variable aleatoria y p € [1,00) es una constante. Se
define la normal L” de X, como:

1
Xl = X ooy = ([ X @)PaP))’
Si p = oo entonces
1 XTloo = [[X[|Loe(p) = sup{[X (w)|;w € 02}
Esto nos permite definir los espacios LP como:
LP(P) = LP(Q) = {X : Q = R"; || X]|, < o0}.

Nétese como la esperanza de X estd definida en L', es decir en un espacio en el cual || X||; < oo,
Con la norma definida como en la expresion de arriba, estos espacios LP son a su vez espacios de
Banach, es decir espacio lineal normado y completo. El caso de L?(P) es el espacio de Hilbert, es
decir un espacio completo con producto interno.

Con estas ideas podemos pasar a definir matematicamente el modelo de independencia:

Definicién B.1.7 (independencia). Dados dos subconjuntos A, B € F son llamados independien-
tes si
P(ANB)=P(A)-P(B)
Usando esta nocién sean X, Y : 2 — R dos variables aleatorias independientes, entonces
EIXY| = FE[X]|E[Y]
Siempre y cuando E||X|| < ooy E||Y|| < co. Con estas herramientas se puede definir lo que seria
un proceso estocastico.
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B.2. Proceso de Wiener

Lema B.2.1. Eziste un espacio de probabilidad (2, F, P) y variables aleatorias &y, &1, - . ., definidas
en el espacio, cada una de las cuales estd uniformemente distribuidas en [0, 1], esto es que P{§, €
B} = A(BN[0,1]) para cualquier conjunto de Borel B C (—o0,00) yn > 0.

Usando este lema y la siguiente definicion

Definiciéon B.2.1. Sea £ un vector aleatorio d-dimensional en (€2, F, P). Entonces £ se dice que es
la distribucién normal estandar, o que es un vector normal aleatorio d-dimensional, si la densidad
de £ es

1

(2m)d/2

eiélx‘Q

podemos probar que

Lema B.2.2. En el espacio de probabilidad del lema existe una secuencia de variables
aleatorias independiente ng,n1, ... cada una de las cuales tiene una distribucion normal estdndar

Demostracion. Sea: 1 .
F(t) = 7/_/ e " du, B.1
=—=/_ (B

una funcién F(t) continua en R y mondétonamente creciente de 0 a 1 sin tomar los valores 0 y 1:

I
Jm F) = o= i erstdu=0

1 12 2 1 1.2 2
tll{goF(t :ﬁ _Ooe 2 du — (t]iI?oF(t)> = (\/ﬂ _Ooe 2 du)

2 1 00 00 1 1 2w proo 1 2 00 L
(Hm F@)) = */ / e dudy = 7/ / e~ rdrdf = —W/ e~z rdr
t—o0 271 J—oco J—c0 27 Jo 0 21 Jo

T=0-(-1)=1 =  lmF{t)=1

0 t—00

= —e 2

esto indica que F1(z) € (—o00,00) y z € (0,1). Ahora usando el lema [B.2.1] sabemos que existen
variables aleatorias uniformemente distribuidas en [0, 1], asi que sea:

(W) = {é’ (W),  si&n(w) € (0,1)

de otra manera

estas variables aleatorias 7, (w) son variables independientes, esto se puede verificar de la siguiente
manera, notese que

(60 () = {F—l(fn(w)) e (w)), si & (w) ¥ Em(w) € (0,1)

0, de otra manera
entonces:
it~ {[ s
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donde se usé que P{¢,(w) ¢ (0,1)} = 0. Considerando que los &, son variables aleatorias, entonces
los F71(&(w)) son F—medibles, ademas estas son independientes por lo tanto P[F~!(&,(w)) -

“H&m(w))] = PIEH & (w)] - PIFTH(En(w)] si &alw) ¥ &m(w) € (0, 1), asf que:

Pl (w)nm ()] = PIFH(&u(w)) - FH(Em(w))] = PIF (& (w))] - PIF~H(&m(w)]
= P[nu(w)] - Plnm(w)]

es decir que las variables aleatorias 7,(w) son independientes, sea x € R:
Pln, < 2] = P[F~(&) <, & € (0,1)] = P[§, < F(z)] = F(x).

Finalmente, considerando la definicion para el caso unidimensional, es decir que £ es una
variable aleatoria normal estandar, entonces F'(z) = P(§ < x) y ademés como P(n, < x) = P({ <
x) implica que las distribuciones de 7, y de £ coinciden, es decir que la distribucién de 7,, es normal
estandar. O

B.2.1. Prueba de la existencia del proceso de Wiener

Para probar la existencia del proceso de Wiener necesitaremos un lema adicional, el cual se probara
aca mismo:

Lema B.2.3. Seap > 1, a > p~! nimeros. Entonces existe una constante N tal que para cualquier
funcion f(t) continua en [0, 7] y para todo t,s € [0, 7]

0= 1) < Ne—spet [ [T L0 (B.2)

Demostracion. Primero asumamos que f es continuamente diferenciable en [0, 7]. Podemos asumir
que la integral

y)P .
/ / |ac _ y|1+pa ~————"dxdy, [ esfinita y f no es una constante

El integrando puede ser reescrito, fijando un y € [0, 7|, el integrando se puede escribir para = — y:

If( )= fWPP i |f(y+Ax) — f(y)]P m |f(y + Ax) — f(y)[P

I—>y |z — y|1tre Az—0 |y + Az — y|itre Az | Az |1Hpe
_ g AT — f)P [Azf
Az—0 ’Ax|p |Ax‘1+pa
Az) — P
— lim |f(y+ .I‘) f(y)‘ . lim |A.Z"p 1—pa
Az—0 |A,§C|p Az—0
A . p
— | Iim f(y+ .T) f(y) . lim |A£L”p 1—pa
Az—0 Az " A0

= |f/ () - Jim_ [Aafrer?

pero x =y + Ax entonces Ax =z —y, Ax — 0, z —y — 0, x — y, es decir que

o @) = F@)”

— | — o |PA=Q)| £ \|P .
=y | — y|Hpe [ =y LF ()P para T — y
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La integral de esta expresién diverge si f'(y) # 0y p(1 —a) —1 < 0, a > 1. Por lo tanto, si
pedimos que [ sea finito, entonces o < 1. Por consiguiente, definamos:

K= sup [f(t)—f(s)|-[t—s[7* < o0

t,s€[0,m]

Ahora sea 0 < s < t < m. Ahora usando la deisgualdad triangular

[F(&) = F() < [f(8) = f(@)] + 1f(u) = F)| + [ (v) = f(s)]

con respecto a u € [t —e€,t], v € [s,s+¢€|, donde 0 < € < t — s, integrando la desigualdad de arriba
s+e s+e€ t
[ 150 = f()ldudo < / 1) = fldudo+ [T 1)~ f(0)ldudo -

-+ /S+6 /76 | f(v) s)|dudv

donde

L7150 = Fldudv = (¢~ 4+ €)(s + e = ) F0) ~ F)] = EUFE) ~ F(s)

entonces

1 s+e€ t s+e€
= 15 - ]dudv+/ / f(w) — F(v)|dudv + -

--+/S“ t:lf (0) = J(5)]duds]

/ £ (D) |du/s dv + 2/ / w)|dudo + - -
€ t—e Js

t
o / \dv du

—(”H> £(0) — f(a)ldn + t_;+6/88+6\f(v)—f(s)!dv+---

t—e

s+5
T+ / / v)|dudv
€ t—e Js

considerando que 0 < € < t — s, entonces la region de integraciéon sera mayor para € = t — s,
entonces

/t;/:“U( v)|dudv < /t " /:H ’ v)|dudv _/ / 1f(w) — f(v)|dudv

por lo tanto:

50— 1) <5 [ 150 = a1 [ 150) = fld+ / [ 170) = ) ldude
/’f u)|du + ~ / (s)|dv + -
\f() TG
+62/ s’u_v|1+a’ |+dudv
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Notese que para la ultima integral

/t/t |j‘1(u)_{(v)|‘u_v‘;+adudv:

w—v|r T

dudv

t[fww<53]w_vﬁ%

(u—w)r
) dudv)p X o

p=1
t ot » P
X (/ / |u—v|(%+a>1ﬂf1 dudv)

ahora como u € [t —e,t], v € [s,s+ ¢ y 0 < s <t <, entonces

usando la desigualdad de Holder

[u_vé)lw‘“ﬁm

—f

dudv < (

ju—w] <

sup {u:u€ft—et]}— Inf {v:véels, 3+e]}|:]t—s|

u€ft—e,t] vE[s,s5+¢]

por lo tanto
/st/stWW—vﬁﬂLadudUS(Lt :W>;
X (/t /t it — S|(;+a>lﬁldudv>p;
=7 <|t — 5|6 / / dUdv)

=17 (Jt = 5| )t — o )

—17)t — | Gro) st (B )+ 357 oy gpatet 25

:Ip|t _ S|%+o¢+27% _ ]p|t . S|2+a7%

por otro lado para estimar las primeras integrales

f(t) = f)] - |t —up™

[t —ulp

[f(t) = fu)l =

pero recordemos de la ecuacion [B.2.1], entonces:

ahora haciendo el cambio de variable r = ¢ — w:

! t 1 0 1 € L
/ |F(E) = f(u)ldu S/ Kt —u[*"rdu = —/ Kr[* vdr = K/ Ir[* " dr
t—e t—e ¢ 0

€ 1
604—5—&—1

1
-1+1




pero sabemos que p > a~! > 1, entonces p~! < o < 1, siguiendo 0 < v —p~ ' <1 —p~

quel <a—pt+1<2—pt asique
1 1

< <1
2 — a— 1 +1

1
p
por lo tanto
t 1.4 s+e 149
[ 15 = f)ldu < K3 [T pw) = f(s)ldv < K
t—e s
es decir que

1 1 1 1
—141 24+a—1 71 —14+1
Ke* vt N [t —s|""* 2w +Kea pt
2

|f(&) = f(s)] <
€ €
1 1 1
=K v e 2|t — s w I,

€

sea 0 € (0,1) una constante, t y s puntos arbitrarios de [0, 7] y € = 0|t — 5]
F(t) = fls)| S2KE Bt — o7 4672t = st — s T
=2K 6 bt — 8| % + 62|t — 5| P >

=[t = s|*7v (2K6° 7 + 67207

es decir que
t - 1 1 1
M = |f(t) = f(s)|- [t —s|p > <26 P K + 027
£ |
por lo tanto

K= sup |f(t)—f(s)|-[t—s|r" <26 v K + 62>

t,s€[0,m]

escojamos ahora 2(5%% = 1/2, entonces
1 —92 1 1 -2 1 -2 1
K§§K+5 I» = §K§5 I» = K <26 “Ir

esto quiere decir que

sup | f(£) = f(s)| - |t — 8|77 < 26720

t,s€[0,7]
entonces también es valido
F(E) = f(s)] - [t — ]2 < 207205
|f(t) = f(s)| <2672t —s|* v
|f(t) = f(s)|P < 2°67 2P|t — s|*P7 1]
por lo tanto

£0) ~ o < v - spet [ [ L0 g,

s Js |z —y|ttre

1

es decir

Noétese que la longitud del intervalo [0, 7] no fue usado en la deduccién, de manera que la misma
N es valida cuando 0, 7 es sustituido por a, b, es decir que t, s € [a,b] y que f sea suave en [a, b].
De manera que si f es continuamente diferenciable en [s,t] se cumple la expresion de arriba. [
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Cuando este lema vaya a ser aplicado, f(t) serd también una funcién de w, es decir f = f(w,t)
sera alguna variable aleatoria para algin ¢. Ademas al calcular la esperanza del lado derecho de la
ecuacién [B.2.3] se intercambiara el orden de la esperanza y la integral con respecto a dxdy. Esto
se puede asegurar por el teorema de Fubini y el hecho de que |f(z) — f(y)|?, |x — y|P, L.z, son
funciones medibles de (w,x,y) con respecto a F @ B(R?).

B.2.2. Elementos Necesarios para la Construccion

Teorema B.2.4. Sean £(1),£(2),... vectores d-dimensionales Gaussianos, & un vector aleatorio
d-dimensional en el espacio de probabilidad (0, F,P) y& = nlgrg(}ﬁ(n) (casi sequramente). Entonces

& es un vector Gaussiano

E¢ = lim E¢(n), Re = lim R

n—oo

donde R¢, Regny son las matrices de covarianza de &, £(n).

Definicién B.2.2. Los vectores aleatorios &1, ...,&, de dimensiones dy, ..., dy, respectivamente
en el espacio de probabilidad (€2, F, P) se dice que son independientes (conjuntamente) si, para
cualquier conjunto de Borel B; C Ry;, j =1,...,k, tenemos

P& € By, & € By) = P(&1 € Bi) -+ P(& € By)
el lado izquierdo se extiende como

P({w : fl(wl) € Bh ce ,fk(wk) < Bk})

B.2.3. La desigualdad de Holder

Definicién B.2.3 (desigualdad de Holder). Sean £ y n variables aleatorias no-negativas en un
espacio de medida (Q, F, u), p € (1,00), q:ﬁ, entonces

/Qémb(dw) < (/Q 5”u(dw)>; (/Q nqu(dw)> (B.3)

Qe
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